1014 Spitzer. Uber die Krilerien des Grisslen und

Ulber die Rriterien des (rissten und Kleinsten bet den
Problemen der Variationsrechuunyg.

Yon Simon Spitzer,

Assistenten und Privat-Doeenten der Mathematik am k. k. polytechnischen Institute
zu Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Mai 185%.)

Der bedeutendste Fortsehritt, der in der neuern Zeit in der
Variationsrechnung geschehen ist, rilnrt von Jacobi her. Dieser
grosse Analyst ist der erste, weleher allgemeine und sichere Regeln
angab, mittelst weleher man erkennen kann, ob eine Liosung eines
Problems des Grissten oder Kleinsten wirklich ein Grisstes oder
Kleinstes gibt, oder keines von beiden. Secine Arbeiten hieriiber sind
im {7. Bande von Crelle’s Journal in solcher Kiirze verdffentlieht,
dass sie ecines Commentars bedirfen, um gehirig verstanden zu
werden. Einen solehen lieferte nun, vier Jahre nach der Yeroffent-
lichung der Ja cobi’schen genialen Arbeit, Delaunay im 6. Bande
von Liouville’s Journal , und man muss, um gerecht zu sein,
gestehen, dass Delaunay’s ausgezeichnete Arbeit nicht wenig zum
Verstiindniss der JacoDbi’sehen beitrigt.

leh habe versucht, auf cine andere Weise die Kriterien abzu-
leiten, zu denen Jacobi gelangt ist, und glaube, dass der von mir
betretene Weg einige Beachtung verdiene.

$.1

s sei
l‘z‘z
U = / Vd, V=f(.yy. y ... y™)
Iy

es wird fiir y cine solehe Function von . gesucht, welehe Uza einem
Maximum oder Minimum macht.

Denken wiruns diese Function hereits gefunden, sie sei y=¢ (a).
Durch cine sehre kleine Veriinderung dieser FFunetion nehme  die
sie repriisentiremle Curve eine andere, von der fritheren sehr wenig
verschiedene Gestalt ans gebt néunlich y iber in y -|-dy, wo dy eine
schr kleine von @ abhimgige Grisse vorstellt, so geht dadurch
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y' iiber in a—(yijf?y) =y 43y

" ’ _c‘(y +6y) — ' Jdy

P a(JL'{J) — Y iy®

” dan
und Uin U, Vin V,.
I‘ntwld‘elt man nun F, nach der Taylor’schen Reihe, so hat
man

dVv k% 3V
)+a, TaJ J+31/”/+ +;y(,.)0.1/()+]',

wo R der Kirze halber statt der Glieder der zweiten und hoheren
Ordnung der Taylor'schen Reilie gesetzt ist. Es ist daher:

/I(]U —l—/ EJ '/+dJ 7J'+a i

. CJL;') ’JJ(") dv —|—j Pllb

oder

_U—/ ;J—}— DJ_l_BJ”aJ”_i_"'

+ BJ‘") ()J(")} doe+ Iu[z,

Dieser Ausdruck soll nun im Falle des Maximums stets negativ.
und im Falle des Minimums stets positiv bleiben, wie immer auch
9y beschaffen ist. — Denkt man sich nun statt gy, = () gesetat,
unter = eine sehr kleine Zall verstanden, so lisst sich {;—U folgen-
dermassen darstellen:

U, — U= ds 4+ B2 4 C:8 4 .

Wwo

aV aV-\ ' V., oV <
J:—/‘——r —~0J—}— u"J/‘{""'JFW)"!/()}(]-"'

ist, D=2 d]e Glicder der zweiten Ordnung, €:3 die Glieder der dritien
Ordnung bezeichnet, u. s. f. und man hat bekanntlich fiir ein Maxi-

mum oder Minimum
A=y
66*
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fiir ein Maximum zu gleicher Zeit nach

b <o
und fiir ein Minimum
B>o0
Wir baben also als Bedingungsgleichung fiir ein Maximum oder
Minimum
E2)
(1 f{ o U + 7o +a 70y aﬁ—'{/"” fde =0
£

Behandeln wir nun nach einander die einzelnen Glieder dieses
Ausdruckes nach der Methode des theilweisen Integrirens, so haben
wir, von der bekannten Formel

X2

/P()(n) dv ={()(u-—1)[}_ 0(:..-2) 1,,+ Q(n-—i}) pPr—
Ly Fd)
+(—1)~! ()P(""’} (——1):/()1”"%10;
<y
Gebrauch machend :
W, YN
f‘— oy Odx /‘%oy duv
A T
/27;1 (l.v= } fryla, ([L
4 ol
Ly
xzaI X3
(G T af' S AP
fay77 oYy dv = g.;y Qy—” — [ } /")'I/ [QV—HJ d
Ly

14 2
‘. ") n— Ny—= °Y (n—2)
/‘aJ("")I/ ll‘ - % ').l/ ay(u) OI laJ(n)] +

+ (— 1) 5y ("—l) +(—|)" Y (")dv
A a"> am
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Werden diese Werthe in (1) substituirt, so erhilt man:

X

e

(2)

+ iy - “’1+L.,m|’—-~+( o[
+ o | an +Hg [ =0 332:1“‘*’;§+
P Sy

fir die Bedingungsgleichung des Grissten oder Kleinsten.
Sueht man nun aus der Differentialgleichung

6 vV oV

Ll Hl = el = @

welehe im Allgemeinen von der 222" Ordnung ist, y als Function von
2, setzt man dann diesen Werth von y in

x2
sV avy  qevy HENE |
L R e O ) o o
%OJ %BJ By"l + 81/”" T(=h 8y §+
x,
Lz
L3V vy qyav a2 e ()
T e ol
x,

4.

oV
N (n—1)
+{oy a,,w»}
x

2

und withlt man die in y auftretenden Constanten so, dass der Aus-
druck (4) verschwindet, so ist der so gefundene Werth von y ein
solcher, welcher die Gleichung (2) und somit auch die Gleichung (1)
befriedigt. Ob aber dieses y wirklich das U zu einem Maximum oder Mi-
nimun macht, muss erst weiter unlersncht werden, und diese Unter-
suchung bildet den Hauptgegenstand des hier vorliegenden Aufsatzes.
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§. 2
)- .
Betrachten wir nun die Glieder der zweiten Ordnung der Taylor’
schen Reihe, sic sind:

% 82V
/{ 0y + e +6Jtn)- Yy

o

+28JC oyey +2 oyoy'

oyo PR Y G P ) '
)/ J + + aJ(n—-ljeJ(") “/ Y }(I‘L
Setzt man der Kiivze halber dy =, oy’ =o', oy’ =u", ...
a% = (r s), wodurch also (v s) = (s 7) wird, so kann
man die Glieder unter dem Integralzeichen so ordnen:

0w wt+O0Dw '+ (02)w w'+...4+On)w ™+
+1A0)w w+ (@D W+ (12)a v+ (L)’ w™ 4
+ 20w w4 21w w4+ (22w '+ 4 Ca) e ™
A e e e e e e e e
4+ (2 0) w4 (n1) 2w 4+ (0 2) w4 . . 4 (2 0) 0D

oder endlich auch so:

w [(00) w4 (01) ' +(02) " + . . . + (0n) 0™] +
Ao [(10)w +(AD ' + (U2 4+ .. . 4+ (1) ] +
4w’ [(20)w + QD) W'+ (22D + ... + Cu)e™] +
SO
+ w0y w + () ' + (e2) 0" 4+ . . . + (nn) 1w™]

Setzt man nun wieder der Kiirze wegen

w4+ e + G2 e’ 4+ .. 4 r)w™ = M,

so hat man fiir die Glieder der zweiten Ordnung

und

L

Q/ oy + w'M, + "M, 4 . A ™Y da

xy

Einen ganz idhnlichen Ausdruck erhielten wir fir die Glieder
der ersten Ordnung, demnach hat man:

oV
— T w' OVt — = (")} &2
/ oy o 3o + ...+ 6_/(“) w"h doe +

+ /{m,u M 4 w4 oM™ de 4

xy

lQl
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wo in der ersten Zeile die Glieder der ersten, in der zweiten die
Glieder der zweiten Orduung stehen. Setzt man :

oV av._, , ¥ av

o 5 d (n) 4
—u — U = C — —
5y T 5y + ay7 " - -+ O "

so ist. weil w, w', w' . . . als reine Functionen von 2 vorausgesetzt
sind :

I oW ol A
W == *][0! U ]l], 8/’ = Jlg, . . W("—)‘ == J["

und folglieh

Z, x5

. > L L al_V\ IV aw\,,

W— _/u(/.b+ ,_,/{ay S et s s b
&y x

B3IV L
-}—Woy }41.1'—{— L

oder

1 7 4
— o= [l e tor vt ol

8” oW 81
+ / 2y G e Sy et

So wie wir nun die Glieder der ersten Ordnung mittelst des theil-
weisen Integrirens umwandelten, genan so lassen sieh aueh die Glie-
der der zweiten Ordnung umwandeln, man hat namliel fiir dieselben:

o B[ 4 [ — o oty (S5 et

)

) 5\115311_’_[311’] i

)’;' )ay, ,'éy",

B I
- L)
[T+ [T — b [l

UJ(")
e

)

x1

+§\J("_” el ‘

2y )\
Ty
und dieses muss stets sein Zeielien beibehalten, wenn € ein Maximum
oder Minimum sein soll.
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§ 3.

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich noeh auf eine amdere,
von Legendre gezeigte Weise transformiren, wir wollen diese
Transformation zuerst in dem speeiellen Falle bewerkstelligen, wenn

}"blos eine Funetion ist von .2, Y. y'. Man setze alsdann:

a'—l _+ 9 i _+_ al_lfv 0’2 — (l'l'e)l + BQV(?D/ + )l(’)"’
3J3J TER oy ‘

und l)cstlmmc A und v so, dass dieser Gleichung identisch Geniige
geschielt. Entwickelt man den zweiten Ausdruck, und ordnet ihn
dann, so erhilt man

2 , 3% ,
w? [v' 422 :TJ‘:J + 2w In -+ /‘2_1,'7‘] + w't —

woraus man sieht, dass 2 und » so gewiihlt werden miissen, dass
folgende zwei Gleichungen stattfinden:

32V FE1 %

- == l‘ /\ s
ay* + oy'*

8V L, v

—— =0 4 X
dydy’ ‘ ey
und diese sind hinreichend zur Bestimmung von 2 und v.
Kommt in ¥ auch noch o vor, sn setze man:
g

e a*V oV >V A%
— Wl - S22 e 19 e 2 - " ww'
w? ays 2 8y S ) 8y8y’ ww' 4 2 Gyan L +

an ’ " y o () o Y 62V ol -I o) 2
2qu, = (ruwz+4 20, we’ + v )—{—ay,,‘_, (e -2’ + par)

Der zweite Theil gibt entwickelt und geordnet

[o 400 28] 4 oo [z bt 2]
w2 v 4+ e -+ w D A S By Wy

/ = 'V 3 !
+ 2w fo oo fn] 4 2ee [0+ O] +
Al X oV
+ 2w [r 0 0]

Die Gleichung (8) wird nun identisch erfillt, wenn v, vy, vs, A
und . so gewihlt werden, auf dass folgende Gleichungen stattfinden

oV a*V

8y"‘ = o + {JM >Hz

N % g 7]
—9 Bl gz O

= 2 oy 1+ 2 8y

Y14 , Y1 %
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azV ald
a:‘]éyr + IJ' aJ,m
oV AR
ay,ay,, = s + )\ ’1..
Kommt in ) aueh noeh g™ vor, so setze mun:
a v, L I
+ aJ + El”, + a xS + EJB!/ w 1( -*—‘
I ’ *V S v ’ < 9V
—|—ZejaJ w u’—}—‘) Yoy T)BJ” ,,uw’—{—la,a Sww" (10)
YL

+4 2 ey w'w" = (vw‘-’ + o't 4 v’ 2 vew’ 4+ 2 e’ 4
62 V
+ 2 vy + e (" 4+ M - o' + hw)?

der zweite Theil dieser Gleichung gibt entwiekelt und geordnet:

o (74 8 ) o (e )

4+ w'? (1"4/ + 2 v 4 X ;f;wlé) + W' 882_”1’/5 +
- 2w’ (U + vy - Zeds ,,/))+2“‘”’ ( + o'+ hdg 8y ”")+
4+ 20w’ (v + 2 *”[,/,) 4+ 2w (41 L S SN T) +
A4 2w (‘,5 Sy ;j;_[i) 4+ 2 ww” (l' =+ % 7—)

und folglich muss, damit die Gleichung (10) identisch stattfinde,
folgendes System von Gleichungen erfiillt seiu :

3V 8° V

s = g

8V ’ 9 o*V

m = U -{'— s + /n n/.,

62V B“V

ayrrz + 2 ts + /“ ///'»

v o a v

r ‘3 + /"")"' “a.e

oydy oy T
v 82V ()
—_— Y, ‘r’ >\ ‘A —

Eyay” ] + Uy + 173 3y'®

sV oV
6y3JW —uth "—//7

vV 8l

T A S T

ty'ey” 8y'"*
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i Vv
i SR i
ayray/u ay///,
8l , &
—_— 7, i ——
Ey”ay”’ = + 1 aym:
Setzt man endlich ganz aligemein:
v & v v
& /,, o1 ”o 002
UI . e [}
8_:,'5 / + e I3 + 6 W . + + 3y(u)‘-‘ OJ +
o BV st g BV saw 4o BV s
2 Ya 2 —— oydl 2 —— 0y’
+ ayay/ JJ J + ayay// J'/ Jl/ + aJlal " ’J IJ
v

D O (=17, () —
+ aJ(n—l) (]J(n) Jy ')y

[Covo w0t + Oy w2+ Upp "t o Uy qo® 0204 205, w’ -

2 (o,, ww' + 2 U, ww' + ...+ 2 U, n—y "("—g)w(n_l)]/ +
T W T I SRS S W &

aJ(n)-

so gelangt man, wenn man den zweiten Theil dieser Gleichung ent-

wickelt und ihn dem ersten identisch gleich setzt, zu cinem Systeme
n(n+3 g
on "+3) Gloje

hungen, die hinreichen, um dieselbe Anzahl von

2
Unbekannten, namlich:
T T T T
o Ut U s U
T T T T
0+ 1 0 2 (n 2 (n—. n—1
N s A3 .

zu bestimmen.

a

c g Vv
Anmerkung. Die Gleiehung (6) setzt voraus, dass e

von Null ver-
*V

schieden ist, chen so setzt die Gleichung (8) voraus, dass ,; die
(=] ayllz

vV *V
8 s 5 und die letate G leichung, dass — & Tayz VON

Null verschieden sind. Sind die genannten Ausdriicke aber Null, s
miissen diese Gleichungen auf andere Art transformirt werden; wir
werden spiter bei der Betrachtung der speciellen Fille dariiber aus-
filirlich zur Sprache kommen.

Gleiehung (10) dass

§. 4.

Der Hauptzweek der ganzen hier durchzufiibrenden Analyse he-
steht aber gerade darin, diese Unbekannten zu finden.  Wiirde man
direet dieses Ziel verfolgen, so kitme man zu Differentialgleichungen
erster Orduung, deren Lisung jedoeh solehe Schwierigkeiten darbie-
ten, dass selbst so miehtige Geister wie Legendre, Lagrange....
diese nicht iiherwinden konunten.  Durch eine iinsserst feine und
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schwierige Analysis, die wir bald niiher besprechen werden, gelangte
Jacobi zur Integration derselben.
So ist nitmlich diec Differentialgleichung, welche sich aus der
Elimination von 2 aus den beiden Gleichungen (7) ergibt:
er ety By 2
ay—'z(aye — )—(a_jaj_L )
so sind ferner die Differentialgleichungen, welche sich durch Elimi-
nation von 4 und p aus den finf Gleichungen (9) ergeben

oV N\ GV ( *V )
— S SR
(By" ) ey’ 8ydy” ‘)

vV A 2 LA 2
(——: — 20 — l'z’)ﬁ - (—‘——Tz)
’ ’ a“/la‘uﬂ

3y N 8V 3V eV
(e~ =)= (=) (e — )
3ydy ay'"* eyey"” ey'dy"

und die aus der Elimination von 2, %, 2; aus den Gleichungen (11)
hervorgehenden Differentialgleichungen

3V ,\ o'V ok 14 2
(=) S5 = )

ay® ey 8yay"

v 2V 3V
s el =l =)

oy'? 3y’ dy'dy
(3217 ) PY % 321
— v — 2 = || —
ayuz )ayme (Eyv,’ayn/ )
(621’ ) eV ( 3V ( )
——r — ) ) —= = S — @
ayayr 3 Bng aylayu; ld) 8J8y”' *
(BEV 2V vV
— — — — 1%

ayty” - ) &y (ay”a: v ) (aJaJ'“ *)

_—B.V o\ &V *>V PYR 74
(al 8y’ Sl M o ) FT‘: = (8 ey = Ol ) (8 '3’—/:/ — 0 )
Y oy y 2y 'y

und so kimmt man, je weiter man fortschreitet, zu immer mehr, aber
wenigstens nicht zu complicirteren Gleichungen ersten Grades.

Aber das ist klar, dass wenn man hei dem ersten hier erwihnten
Beispiele 4 kennen wiirde, v sich ohne Integration ergiibe, es ist
namlieh

«©

vV .o

= — 2

8ydy’

=
<

|

QO

yl

eben so, weun man bei dem zweiten Beispiele 2 und o kennen
wiirde, ¢, vy und ry fast gar keine Berechuung mehr erfordern, es
ist niamlich
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eV v
Gy = —— - — P}
ydy oy"®
eV v
o =—m —— — A ——F
dy'ay"” By
a:i i o*V a1y vV
== I ( - P‘ "o i >‘I"" e
oydy’ dydy"’ ey’ ay''®
und so hiitte man im dritten Beispicle, wenn 2, 2; A; bekannt wiren:
v v
* = — — A
ay!rayfu ! aJIIl"
otV v
B, = -_— }
4 aJayw 3 Bjmu
*V >V
p; = — X =
ey dy"
r A oV i L @IS 2V
L T W 3 e —_( e — //m) _XI )‘3 e
ay'oy oyoy" ey dy'oy oy’ oy
Vv oV 3ty . . oV
'3=——,“"( e 5—“7) = Ao
dyy’ oyoy"’ ay'e 8yt
a* (6 V) ( otV ) E'IV)”
oy dydy” ayay'"’ Sy

2

F (ko) — ek o
S 3,'/”'2 R ayn(z

wos fows L
Darch wiederholt angewandte nnd gesehickt durchgefiihrte par-

tielle Integration gelang es Jacohi.

T
e sy any”
wfy Ll +15)
J Tty 8y &y
Ty
so zu (ransformiren, dass unter dem Integralzeichen ein vollstindiges

Quadrat zu stehen kimmt;
den Ausdruck (8) auf die Form:

{(:,,,, Syt 4 Oy 3y + Uy, Oy +

den Ausdruck

| (n) /
S=E (G D) du
F(—1) IBJ,,,) f
oder mit andern Worten, es gelang ihm,

o+ Oy Sy

+ 20, sysy + 20y, oydy’ + 2U.. dyoy’ 4+
N
ol e )
oy
b
ok (n) (n—1) (n=2) 5 o |° s
= oy 4 4 oy + 7 9y + ...+ Aoy da
it
-1

zu bringen, worans sich also unmittelbar die Werthe von A ergeben,
nnd folglich mittelst derselhen die ibrigen zu hestimmenden Grossen.
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Dies ist die Haupt-Pointe dieser hochst merkwiirdigen Jacobi'sehen
Arbeit. Mir ist es gegliickt, auf einc andere viel einfachere Weise
die Werthe von 2 zu bestimmen, wodureh sich die complieirte und
schwierige Transformation Jacobi's uingehen lisst.

Ieh will vorerst den Beweis eines von Jacobi erwihnten Lehr-
satzes fiihren, der fiir diese Theorie von grosser Wichtigkeit ist.
Es sei

(oY Y,y oy =0 (12)
eine Differentialgleichung 2" Grades.

Y =b (2 @y @y g oo (13)
das vollstindige Integrale derselben. Denkt man sich diesen Werth
von y in (12) eingefihrt, so erhilt man eine identische Gleichung;
differenzirt man dann dieselbe noch irgend ein «, so erhiilt man:
3% oy v oy ov ay” I O]
i "o o T T T e w — 0 ()

und dies ist offenbar wieder eine identische Gleichung.  Setzt man:

&y e
t G G
oy . d. da/, oy’ 0%
= = 2. so ist: = — oder — = —
du da LRY oa ox
und eben so:
oy’ 3y 9%z 3y G
8a  dx* Ba 823’ T Be  fan
und die Gleichung (14) geht iiber in:
3 a7 o a9
= BT B S T — s
met ottt ot (15

und ist, wie man sicht, cine lineare Differentialgleichung, der geniigt
wird fiir
&y oy &y &y

R —
2 =

== ~ H X = s + e
8u, du, duy da*

es ist folglich das vollstindige Integrale derselben:
&y

8
P I, +...+c"8—”

duy T 8a, B, Bt

&y

Kennt man daher das Integrale der Gleiehung (12), so kennt
man auch das Integrale der Gleichung (15). vorausgesetzt, dass man



10206 Spitzer. Uher die Krilerien des Grissten und

. ody 8y B
in

3 . 2
7 o stalt y seinen in (13) stehenden Werth

’ o

&y’ 8y
gesetzt hat.

Betrachten wir nun die zwei Gleichungen:

@ 5=yl tlepl — el -
(o) [

&y oy 8y
welcehe, da

-
U’=—OI/+—'/ +

a ()
() I n
ay(") I

DA et

e //
ist, in demselben analytischen Znsammenhange stehen, wie die
Gleichungen (12) und (15), so hat man, weun das Integral der
X' R4
Gleichung (3)
y=0 (@, ty s, ttg, «.. a,)

ist, fiir das Integrale der Gleichung (16)

3
C;; _-1] "’[" + (’m

8y 8a,,

gl — »': + C.

Ba

unter Cy, Cy, C;y ... C, \\'illk[irlichen Conslanten verstanden.

§. 6.
Um nun zu den allgemeinen Ausdriicken von Ay, 2, ... A, zu

gelangen. betrachte man die zu identificivende Gleichung

Z3

Yoon gy 8y 3N
0 —_— = —1)" de
/”/{cr/ I.By']—i_lay” + (1) [B_/("] } +
fo @ ey pewy AW o-0, ]
0 — _— —... 1) 1[ ] }
+ ( "y { 8y’ [ ay” ] + By”’] + (= ) L. 3
Ty
Tz
j B pawy jewy” e[ AW "D
+er{8" P |+ 3'/—] —. (=D lay(n) }} +
)

- T T T S

i
L2

3V
R (n—1) ) —=
—*_%‘y ay(n) ,

&y
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&
BEI,' i ) \ )
/ay(")z(ay(") + 7‘( IJ\II/("—l) + %o (’)\y(u__) + L + A, r}y) +

xy

F {000 0y Uy Sy'* 4 Uapo 0y 4 oo o + Upy ey Y2
+ 20, 0ycy + 20, dyoy’ 4 20, 9 oy + ...
T2
+ 2 U;._g, — (;!/(n—‘.!) O\y(n—i)}
'y

Setzt man in dem ersten Theile dersclben statl 0y den Ausdruck:

oy 8y
{, — 1+ A, —
“ B, + b

0y 3y
I

8, Octyn

unter A, A, A; ... A,, willkiirliche Constante verstanden, so ver-
schwindet das unter dem Integralzeichen Stehende; folglich muss
auch der Ausdruek unter dem Integralzeichen im zweiten Theile der
Gleichung, wenn man statt dy denselben Werth setzt, verschwinden,
weil dieser Theil dem ersten identisch gleich sein soll, oder mit andern
Worten

dy oy oy

oy
oy —= Ay — Ay — Ay —+ o Ay,
W =gt gt A

2n
Ay,

muss ein particulires Integrale der Differentialgleichung

oy 4 Ay Syt 4 Dy oy Ll 2, oy = 0
sein. Setzt man ferner:

oy oy oy 8y

N ) ) - ) - -

oy == —+0,—+ D;— ce B, —

Y ! da, e 8, + du, + + B, Sty

unter By, B,, By ... B,, chenfalls willkiirliche Constante verstanden,
so0 lasst sich von diesem Ausdrucke dassclbe sagen, ebenso wenn
man :

oy oy

+ Cza—-—i_ e + C’lu_—
ay Oty

N oy Lo oy
vy C' ou CZ «
1 2

o
setzen wiirde, u. s. f. Man kann daher 2 solche Ausdriicke als die 2
particuliven Integrale der Gleichung (17) betrachten, und dem-

gemiiss die Coéflicienten 2y, Ags A3 . . . bestimmen. Nennt man diese
Werthe von gy der Reihe nach

Uy, Uy, Uy ... U,

(17
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so hat man folgende Gleichungen
”l(”) + ;‘1 '[[1("_1) _I_ 7‘2 7(1(11—1!) + . + X" wy =
W™ 2y T 2w,V A L, =
ll;;(") + ;\1 7(‘;("—‘) + 7‘2 “3(11—-5-') + I + A'. Uy =

l
S o ©

W™ 5w, w4 o u, =0
aus welelien sieh leicht 2,, 25, 4; ... A, berechnen lassen.

In den auf diese Weise entstehenden Ausdriicken fiir Ay, 25 ... 4,
erscheinen 222 constante Grossen, die aber nicht ganz willkiielich,
sondern gewissen Bedingungen unterworfen sind. Es scheint ziem-
lich schwierig zu sein, diese ganz allgemein anzugeben, wir begnii-
gen uns daher nach Jacobi’s und besonders Delaunay’s Vorgang
mit der ausfilhrlichen Untersuchung specieller Fille.

§. 7.
Untersuchung des speciellen Falles, wenn V= ¢ (@, y,y') ist.

Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich, wie auch ganz

allgemein gezeigt wurde, auf folgende drei verschiedene Weisen

darstellen:
Xy
8V L) ) (A
(18) /( e + 2 oy + 5 " -) dx
<y
2 &
ol C e By
q Sl 0 e [ 5
(1')) %l(’ ay/ }—*— /ﬂ ;ay [ay,] } (Zl
xy &y
X &
. 1 )
(20) v w4 W (@ + 2 w):da
£ 1

die einander identiseh gleich sind. Die in (19) vorkommende Grisse
Wist gleich

v 1%

W=—w-+4+ —

y ey’

und die in (20) vorkommenden Grissen » und A haben zu geniigen

den Gleichungen (7), diese sind:

w'

eV v

i —_— == P X" —_—
©) e = R
a2V 2ty

L h N o
aydy’ + ay'*
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Wir nehmen an, dass die Gleichung
dy 3l
| =0

oy oy
integrirt werden kann, und dass ihr Integral

= ¢ (@, &1, &)
sei; das Integral der Gleichung

ol sy
-

oy Lay
die sich in entwickelter Gestall auel so sehreiben lisst:

2 S L 32 V rogy
LY o 4 — =
R Wi [(SJay a_ng - (21)

ay" dy'®
ist dann:

L oy

8u * ou,

was wir der Kiirze wegen w = u scln'eiben wollen.  Wir withlen nun
4 s0, dass w=u das Integral der linearen Differentialgleichung :

w 4 Aw =0

werde, und haben demgemiiss

w= 0, —

W 4w =0
woraus
u'
A= —
u
folgt. Aus der zweiten der Gleichungen (7) ergibt sich dann:
oV (AN
V= ——7 + s
dyoy a gy’

und jetzt bleibt uns nur noch iibrig, um unsere Analyse gegen jeden
Einwand zu sichern, nachzuweisen, dass die Werthe von 4 und » der
Gleichung ; .

0° ol

T Ut oy
identisch gentigen. Substituivt man daher % und v in dieser Gleichung,

so erhilt man:

a I

ay't u* wt Ey-_-

P

>V (BQV ! w02V 2V ! —u'? w2
3y* ) + . ( ) :

— ey PE
Die beiden letzten Glieder heben sich auf, multipliciet man
dann die ganze Gleichung mit « und ordnet gehirig, so erhiilt man:
8 V LR N 9V 3l -
v W'+ (ay*u) u + [(ayTy') — ‘éy“‘] = (0
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XH. Bd. V. [ifl. 67

u
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was wirklich identiseh stattindet, weil w=u das Integrale der Glei-
chung (21) ist. Man hat somit:

s
il eV Al
— w4 2 — ww w"—') Wiy =
/ ( y* + dydy’ + ay'*

Ly
oy oy’
321 4 e; € e_l 8:v i
e a (S %
= e oo+ — 2 )+
dyay’ C dy +c oy dy*®
! ‘Irti * By =
ey’ , eyt
G+ G
oV , 3ay da, 2
+ P (u- — w) dw
y'* } Y
S € =+ G
da, du,

C, . T s b
oder wenn man —- = m setzt, so ist der zweite Theil dieser Gleichung

oy’ ay’
v _J + m _/ - X3
L [8'1 + da, du, 8'PJ | +
w? -
oysy’ © oy s dy 8y" f
duy Oty =
x2 ﬂ + m a_yl_
82t , da, By N2
—+ o ( we—— w) d
- du, 3y,

weleher eine willkiirliche Constante enthilt, was iibrigens schon

daraus folgt, weil v dureh eine Differentialgleichung ersten Grades
gegeben ist.

Die Kriteriensind daherin diesem Falle hisehst einfaeh q',r ; Gl

ay* T ydy

,

Sl c g g
und 2 P dliirfen innerhalb der Integrationsgrenzen nieht durch un-

endhuh gehen, denn sonst wiirde der erste Theil der letzten Gleiclnunw

2

néimlich der Ausdruck (18) unstitlig sein; ferner muss —z ('ur alle

Py
Werthe von @ = .y bis @0 = @, stets dasselbe Zeichen ])elbehulten,
endlich muss noch die willkiirliche Constante m so gewiihlt werden

kinnen, dass fiir keinen zwischen .y und 2, liegenden Werth von w

der Nennel / -+ me - gleich Null wird.

Findet .lll(rs dmsv hl.llt unil liisst sieh ein solcher Werth von m
auslindig machen; der es ummoglich macht, dass zwischen den Iute-
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ay Q o (o 9
grationsgrenzen e— + » é-J— = o wird, so kann man, weil fir die
a

gy
Grenzwerthe w gleich Null ist, die obige Gleichung so schreiben:

&3
LR LRl 15y %V Bdyy2
[ — oy 4 2 . 0y li—}—————(”)](/.tr:—
ay: - dydy’ 7 dw ay't \ax

Xy
oy’ 8y’
Xy e — P
d*V 30y da, Bu, | \2
= —;(————oy) . dw
dy'* \ o 3y 3y
2 — 4+ m —
day dct

217

fiir alle

zwischen @, und @, liegenden Werthe negativ oder positiv ist.
§. 8.

821 I ) :
Ist aber i 0, d. h.ist V= f (@, y)+y'f (v.y). (ein
Fall, den weder Jacobi nochDelaunay einer Discussion unterzog)
so muss die eben ungefiihrte Analyse abgeindert werden, denn man
hat statt der Differentialgleichung
el oy
=0

und hat somit cin Maximum oder

oy &
die sich hier so stellt:

of i

ey

Lty L — ) =

wenn man gehorig reducirt, folgende gewohnliche Gleichung :
d g
¥_¥ _
oy da

aus weleher y als Funetion ven a ohne willkiirliche Constante
hervorgeht. Die unmittelbare Folge hiervon ist, dass die Coordinaten
der Grenzpunkte der gesuchten Curven nicht mehr, wie im vorher-
zehenden Falle willkiirlich, sondern der Bedingung unterworfen
sind, der zuletzt aufgeschriebenen Gleichung zu geniigen, . h. mit
andern Worten, die Endpunkte sind Punkte der Curve, deren Glei-

chung 275—2—{ = 0 ist; findet dieses nicht Stalt, so ist die Aufgabe
unmoglich.

Hier hat man nun:

xs I % BIV% X2
i & ( (o 1V sl q
9*-—1010)1.*=3w—} 3-——[ ]% £z
f(ay w2 i ay' | A l &y &y’ s

xy xy Iy

61
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Uber die Kriterien des Grosslen und
wo, wie man leicht sieht

114 Al v 8l
By [WJ - I(Eyﬁy’) o WJ '
und
9l 8V
By sy
ist; da ferner fir die Grenzwerthe w = 0 ist, so folgt:
] o o ER 04
f(ﬂ w? + 2 or w ' ) Wy = fv- [ ' a_~1_] do
&y* 6yoy’ 3./3./ 8y*
Ly
und es g ‘ i

ind es gelten dalier in diesem spcc:cllen Falle fir die Kriterien des
Grossten und Kleinsten folgende Vorschriften:
. . oV oV

Die Glieder e und Sy dirfen innerhalb der Integrations-
grenzen nicht durch unendhch ochen, ferner muss

(6'31” otV
Byay’)

oy*

fiir alle Werthe von @ =, bis & = @, stets dasselbe Zeichen bei-
behalten, und zwar ein negatives, wenn ein Maximum und ein posi-
tives, wenn ein Minimum sein soll.
) v\ X
Wiire auch (——-—- )
diges Dillerential

aysy’ oy*
Art gefiihrt werden

— — = 0 so wiwre Vdw ein vollstin-

uml die Untersuchung misste dann auf andere

§ 9
Untersuchung des speeiellen Falles, weun |}

v (o Yy y") st
Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sieh in diesem Falle
auf folgende drei verschiedene Weisen darstellen

"9tV G2V eV
R (.
ay*

R
1

— wi +
dyoy’
oV oV
+ 2 ww' + 2 ——
oy y"

WG whe ) da
oV oy
(23) l w { l

au alv any,
ayf—éy—.,]} ', +/" ——E]’*'
aw
[ ]}(/1'
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Ty

I el - -,
(vt + 2 roew + var't) + wE (e’ 4 e’ - pac)2de (24)
Ty
x

die cinander identisch gleich sind. Die in (23) vorkommende Grisse
W ist gleich

Y 4 oV oV o
W= —w+4+ —w + — e
8y oy’ oy

und die in (24) vorkommenden Grossen v, vy, v,, A und p. haben zu
geniigen den Gleichungen (9), diese sind:

LR , 4
- == e —
o =7+ e
LR Rl
= 2 v By A2
ay/f_- 1 + he + ayr/z
el , R 4 (q)
— = » Al ——— ‘
eyay/ + 1 + f ay:/z
vV LR
= "o
ayayu 1 + i ayuz
LRl 42 LR o
— = (S
aytayl! '* ayﬂz

Wir nehmen an, dass die Gleichung

o L] ] =
oy oy’ | oy’
integrirt werden kann, und dass ihr Integrale
y = o (v, a4y, s ay, 1)
sei; das Integral der Gleichung
|
ey 8y’ dy"”
die sich in entwickelter Gestalt auch so sehveiben lasst:

hEd R N oV v IR G
10”![ 2 ( ) IL.'/I [2 —
eyllz + + . ay ay/( aylz

+ () |+ 2 () — )+ (B 1+

2y

dydy"’ &y ay'ey”
eV oy e "
+ IéyE o (Byﬂy’) + (W) ] P
oder kiivzer, wenn man
i‘i_ ii’_z_}a;li_ 'R 4 . 3V & R _F
&y " ey Teye gyt T eydyt ! ey
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setat

Cu" 200" + (2E— B4+ D+ C)u' + (2E —B+
(25) 4+ DY 4 (A —F + E')yw =0

ist dann:

s oy oy ey oy

7y = A, A, {; —— {, —

J Ea, + " da, +[38{ +[*3a5
oder

< oy oy .

oy = B — B, — B; — B,

Y i duy + B oa, + b dugy + Buh

voun denen wir das erstere mit #, das zweite mit wu, bezeiclnen,
Wiihlen wir nun 2 und p. so, dass dy = w, und oy = u, die parti-
culiren Integrale der linearen Differenzialgleichung

+ Je' 4 par = 0

werden, so haben wir demgemﬁss:

"y A oy =0
" pu. =0

woraus
Uy — wquy”
wa, — ugny’

17 / " ’
w) ) —uy"uy
=

ot — ey

folgen. Aus den drei letzten dev Gleichungen (9) ergehen sich dann:

"o i /
w, ny - wu,
v = — (Iz‘— —_—. () —
ll‘llz ——112"‘
oty — " wy' vy —w"n,
= : = ; —=. C
ll‘ll?’ e llgfli' 'u‘”z *—llzlli
§ wlwy — My
(26) vy =K — —=

g, — uyuy’

wan," — gy’ ("
Wy —uguy!

und jetzt bleibt uns wieder nur noeh iibrig, um unsere Analyse gegen

jeden Einwand zu sichern, nachzuweisen, dass die gefundenen

Werthe von 2, u, v, und r, erstens den Gleichungen

e i ’ 2y
Poriea U ol T s
cy~ ey/l~
82V a2y

,2=21'+U +/.87
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identiseh geniigen, und zweitens, dass sie mit der gehirigen Anzabl
Da die Gleichungen (9)

willkiilicher Constanten versehen sind.

durch

Elimination

yon

A und w oaaf drel Differentialgleichungen

ersten Grades fithren, so miissen in den Resultaten unserer Rechnung

drei willkiirliche Constante erseheinen.
Werthe von A und p. Wir haben:

u,

!

wy =

it =— Wil = C.(

" rn
Uyl — Uity

T —— N —

a1
o4y,
duy

8y’

_'+A2

day

8' 12
Y4,

da,

.1‘11
Ay

Ay

2
=~ 4 B,

da,
&y

By

’
g
da,y

+ B,
ayl’

o + /8
da,

oy
aa,

ey’

8y
da,
3y’

da,
ayl/

+ 4
+ 4
+ 4

da,

dy
da,
3y’
ay//

+ B
+ B,
+ B

oa,

&y &y oy oy
po(L Y
B, Ouy oa,
L (a_” R
7 \da, 8a, da, ou,
(LY
! da, 0y Ay 0ty
(& (83/ &’ oy By”)
+6 da, By du, du,
Foii b
“\ga, 8n, du, Ou,
C (3'/’ by’ oy ey
G ea, cuy ¢a, ea
(B wE
+ s(a% duy Sy 2wy,
e (8.1/’ a3y ey
- éa, oa du, da,

ay 9y

+ 4,
+ 4,
+ 4

da,

oy’
duy
ayll
8a,

o,
0y
all;
ay’l

/

ey
by
ey’
b0,
dy’
dag

’

dy ay

(-
)+ b(au_,‘ du,

Sa; 8w,
8y oy

+

’

oy’ ey”

’

da, da,

dy oy 8y 8y
- C, (_ B
duy 8a, 8!42) + G

- O, (____
8(1,4) = (0 By dity

(o a —

8y oy
i

Berechnen wir vorerst die

oy oy
du, Bu.‘)

ey’ 3.'/”)
BT!,. Ba‘%
al,ll a!lll)
Bu, da;
&y 8.1/”)
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wo (. Cy, Gy, C,, ;. C; folgende Bedeutungen haben :

C] = 1121:1 S Al [;:

('_r =5 .1‘3[)" — .Al[i,g

Cg = 1‘4”1 - Al]::,

9

(28) C, = My — A Dy
(:’_', = z‘;”-; = Ag]f!*

pﬁ = z':,]:;; _— .1'13[1“4
Wir wollen die Gleiehungen (27) kurz so sehreiben :

i, —wu = P+ CP 4GP+ O + CP + CP,
i — s = C 0y + C0, + C0; + C0, + GO + C;0s
' — ' = C Ry + C.Ry + Cy Ity + C Ity + C By 4+ Gl

wo Cy, C,, C;. Cy, C5, C;, constant, P, (, R hingegen bestimmte
Functionen von . sind. In A und g erseheinen somit blos seehs Con-
stante, niimlich die erwihnten C,, C,, C;, C,, C;, C;, welehe aber
nieht ganz willkiirlieh sind, da

G0y — G0 + G0, =0

ist, wie man sich dureh ummittelbarer Entwiekluug des Ausdruekes

(A By, — A, B) (ds B, — A; B) — (A; B, — A, By) (4y B.—
b Ag ”4) —’— (."1:. Ri i 1’1| [l)g) (An, ])‘3 i A'_- B;;)

iiberzeugen kann. Es lisst sich folglich 2 und p. so darstellen.

C0y + Cy0,+ (50, + C,0, + C;05 + €304

A= —

(‘3.") C Py + CoP, + C P+ Cy P, + C;P;5 4 (P
- (,'ll{l - CoR, + 3R, + C,R, +C,R; + Cihy
' ("1 1’1 T ('41'2 T (*'31)3 + C'4P'+ + 051‘5 + (“Gpﬁ

Multiplicirt man Zihler und Nenner von 2 und p mit €5 und
setzt statt € C5 scinen Werth €y C; + C; C,, so erscheinen in A und
1 blos die Counstauten

Ci, G5, Oy, G5, Gy

man kann dann noch duceh irgend einen der Coéffieienten Zihler und
Nenner dividiren, und hat somit in X und g blos die vier Ver-
hiiltnisse

G GGG

I R

¢, ¢ ¢ ¢
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eingefiibrt. — Man kann noch zum Uberflusse bemerken, dass
zwisehen den Grossen £, Q, R, die Gleichungen stattfinden:
PPy —P PP P=0
O 06_0205+03 04=0
R By — R, By ++ By I}y, = 0
Nehmen wir jetzt die zwei Gleiehungen

82[7 8'3['

O e

y? y"®

2V A * % (30)
— o e

ay‘ ay’/.'

vor, und setzen in ilnen zuerst statt ¢, v, und », ihre Werthe, so
hat man:

(12 C— A) + (F—1nCY + (nC— E)' =0
2E—B +x—2m)C+ (D —1C) =0

Entwiekelt man diese Ausdriicke, so erhillt man :

p2C— A+ F —pC — A0 — pCh 4 p/'C +
2 uC 4 ' — E'=0

2E—B+1»C—20CH+ D —2C—%C=0

Setzt man nun der Kiirze halber:

Uy ' — oy w) = M,
w ) — o, ) = M,
wy " — oy, )" = M,
' ! — ! v = M,
’(1 Hg”” " ug le/HI — 1“[5
w' ow — oy ' = M
lli/ [(21”1 Y llzl ?llllll S ‘]17
l"/l ’(2/// — [(211 M'II/ - A]]'S
50 ist:
. M,
) o= —
M,
o,
o=
M,
.1 M, N
_——_ 2
A = P4 A
< ol
M
’ 6 ~
p- == 1)7 + A lU
i
" JIT DIS

W= = — 2 A — A2, 2.
. T + o Y
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1038 Spitzer. Uber die Krilerien des Grissten und

und wenn man in (31) dic Substitution fiir p” durchfiihet, so hat man
statt der Gleichungen (31) folgende Gleichungen:

pC—A + ' —uC + A0 + p0" 4 2 ' C— E'— Crp +
(M, M,
+6(F+3) =9

moULp
p € —2pC+ ) — 0 — NC = 0.

Setzt man jetzt fiir 2" und p’ ihre Werthe, so hat man:

B0 — A B €+ a0 — B € ()
U
2005 —_ 0
e’ M,
QE—I—D'—'C—I}—UC-i—CH 0.
Setzt man endlich anch noeh fir 2 und p. ihr eWerthe, so hat man:
M2 - M, A
M2 — G M, M, + ¢ M, T
M, M, M, M, M,
= maCy | (s 20 - =
o M, + CJI, 4 M, M, +2c M, L

9

. , M, M, M,
2EA+ D — B+ CF—CF O =0

Die erste dieser heiden Gleichungen lisst sich vedueiren, wenn
man statt — A4 F'—F" scinen ilm identiseh gleichen Werth setzt,
den wir auf folgende Weise erhalten:

Setzt man in der Gleichuong (28) statt w , «, oder w, so erhilt
man stets eine identische Gleichung. weil «, sowohl als anch w, die
vollstindigen Integrale dieser Gleichung sind, man hat daher:

Cu ' 4+ 20 )" +uw)" 2 E+ D + " — B) +

4w QL+ D —B)Y4+ wy (d—F + E') =0
Cu'+ 2C )" +w," 2K+ D + C'— B) +

+ow D —B)F u (A —F F E)=0
Multiplicirt man die erste derselben mit w,’ die zweite mit w,* und
subtrahirt dann beide, so erhilt man folgende identische Gleichung :

Clasw" — ' ") + 20 (' )" — ' ") +
+ ()" — W) QE 4 D'+ C' — B)
4 (ows — )y (A —F' 4+ E) =0
aus weleher folgt: .
M, M, Jl,,

— ARl = —C 20— QB+ D+ O B) -
b
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Dies in die erste der Gleichungen (32) eingefilhvt und reducirt
gibt:

M2 M, M, M, M, M, M, _
(M,f il E JI) G M, M, —(E+ V—h) e
Nun ist aber: M, M, + M, My — M, My = o; fo]g]lch:
M, M, M, M, M,
T T T A _D_I-IT—I_

und setzt man dies in den obigen Ausdruck, so lisstsich durchgehends

M, ;
o, * als gemeinschaftlicher Factor herausheben, und man erhiilt:

n
—Iz: ('2E+ L e :1, CM + C;ﬁ) s

Man sieht hieraus, dass die beiden Gleichungen (32) befrie-
digt werden, wenn nur die zweite derselben befriedigt wird. Dicse
lisst sich nun so schreiben:

M E2EAD—B)+CM+ C(H, —M)=0

Differentiirt man dieselbe nach ., so erhillt man nach einigen
Reductionen :

+CM, +2CM, + (C'"+2E+ D — B)M +

+ RE+ D' —B)YM =0

Multiplieirt man aber die erste der Gleichungen (33) mit w,
die zweite mit »; und subtrahict man dann beide, so erhilt man
genau dieselbe Gleichung, zu der wir jetzt gekommen sind.  Da aher
die Gleichungen (33) identisch stattfinden, so muss auch die aus ihnen
gefolgerte identisch stattfinden; ist daher das Differential der Glei-
chung (34) identisch Null, so muss auf der linken Scite der Gleichung
(34) cine reine Funetion der Constanten

Cl s C‘.’ ’ Cs E] CI; ’ CS > Cﬂ

stehen, welche, so wie der rechte Theil der Gleichung, Null ist.
Man hat somit:

(8t BV g BV oV v
%—-.“"3 + +ﬁ e W F = 2 ' 4 2 ww'
oy* oy’ yoy' yey”

x)

Vv
+ 2 —— w' " } W ==

8Ja "

iz

L2
otV
{ rwt 4 2egew + v, 71"2}+ / e (" 4+ 2w’ 4 pow)rde
Z g, )

(34)
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Wo », vy, v, A und o diein (26) und (29) angegehenen, mit sechs
ts U2 I a8

Constanten versehenen Werthe haben, zwischen denen die 2 Bedin-

gungsgleichungen

G 4, =10 o G A =40
MQERE+A D —B)+C M+ C(H, — M) =0

stattfinden; da ausserdem blos die Verhiltnisse der Constanten in
den Werthen von #, vy, =, A ind p. eintreten, so haben sie die noth-
wendige Allgemeinheit.

Die Kriterien sind daher auch in diesem Falle nicht complicirt.
Die zweiten Differential-Quotienten von 1 diirfen innerhalb der Inte-

2

. . . *V -
gralionsgrenzen nicht durch unendlich gehen; ferner muss —7  fiie
g g 5

alle Werthe von @ = @y bis @ — @, stets dasselbe Zeichen beibe-
halten, endlich miissen noeh die drei in der Rechnung eintretenden
willkiirlichien Constanten so gewihlt werden kénnen, dass fiir keinen
zwischen .y und @, liegenden Werth von @ der gemeinschaftliche
Nenner von A und p gleich Null wird.

Findet alles dieses Stat(, und lassen sich fiir die drei Constan-
ten solche Werthe ausfindig machen, durch die es unmoglich wird,
dass der Nenner von A und p innerhalb der Integrationsgrenzen gleich
Null wird, so kann man, wenn fiir die Grenzwerthe nicht nur w = o
sondern auch w' — o ist, die Glieder der zweiten Ovdnung so schreiben:

Lo

haZV " b ’
PwT (' + 2w 4 pow)? . de
"

Ty

und man hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem FvE
tir alle zwischen @, und @, liegenden Werthe negativ oder posi-
tiv ist.

$. 10.

*V . s
Ist aber g = 0, d. hoist V=/ (v, y, ) + "' f (s s ),
so muss die eben angefiihrle Analyse abgeiindert werden, denn die
zwei Differentialgleichungen:

dlig av A Y
LA AN
oy ay - - oy

114 [ew]'l SIS
% ]+l =
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die im Vorhergehenden von der vierten Ordnung waren, gelien jetzt
in Differentialgleichungen der zweiten Orvdnung iiber, namentlich
erscheint die letztere von ihnen in folgender Form:

QRE—B+D )"+ QE —B 4+ D) + (A4—F + E") w=0
und die Integrale der angefiihrten zwei Gleichungen sind :
Y= (o @, @)
. O

U\l/ e
= ({y —
‘ du,

oy

du,

1

2

v

unter C; und C, willkiirlichie Coustante verstanden.

Bevor wir weiter gelen, bemerken wir, dass in dem hier
betrachteten Falle woll die Endpunkte der Curven, fiir welche das
vorgelegte Integrate ein Maximum oder Minimum werden soll, will-
kiirlich gewihlt werden konnen, nicht aber die Richtung der Tan-
gente an diesen Punkten, diese muss vielmehr aus der Gleichung
y=4% (s a;, a;) gezogen werden, und ist somit ganz bestimmt; oder
wenn man die Tangente an den Endpunkten willkirlich wiihlen
wiirde, so miissten die Endpunkte solchie Coordinaten hahen, dass sie
der Gleichung y=9 («, a4, ;) geniigen.

Wir setzen nun an die Stelle des Ausdruckes (24) den Aus-
druck:

L &
{v w4+ 20w ow' + o, u-'ﬁg + /P (' + %) da
R x,

somit statt der Gleichung (8), die Gleichung:
AwrFBuw?+2Fww +2Eww +2Dw v =
= (vwr+ 20w 4 v, w?) + P 4 dw):
und folglich statt der Gleichungen (9) die Gleichungen:
Ad= o + P

B=2v +v,+ P
F= v 4+, +212
E= v
D= v
withlen ferner 2 der Art, dass
oy 8y
w = — + ¢, <
oty da,

das Integral der Gleichung
w + Aw=0
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\\’(‘l‘(](,‘, woraus her\'orgeht

R w
ho=— —
u
3y , ay
unter u der Ausdruck G, 8—"[/— + C, 5a verstanden.
| 2

Jetzt ergeben sich leicht fir », v, v, und P nachfolgende
Werthe:

n—
o = D
P=b—2E—D

P=F—E + %(1;—212—])')

und falls unsere Analyse richtig ist, miissen dieselben in
A=v 4 P

substituirt, auf eine identische Gleichung fithren. Wir erhalten nun
die Substitution durchfiihrend :

A =F’—E”+% (B —2E —D') +

1t1‘/l —_ u/g

+(B—2E—D) T + “(B—2E—D)
[ "
wenn man hier die Briiche wegschafit, reducirt und ordnet:

QE—B4+D)u'+QE—B +D)ut(Ad—F +E)Yu=0

und dies ist wirklieh identisch, weil w = u das Integral der
Gleichung:

QE—B4+D)Y'+RE—B 4+ D)o+ (Ad—F +E)w=0
ist. — Man hat somit :

/(A wi B+ 2Fww +2Eww +2Dww)de =

3 vt 2 w0 w A v w? f L
x

_ , &y
{2/' oL — I o, T %2
+ /(_;_—,,— ) Hi»‘*ay-*:(v a‘/)llt
= : Qg T a
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g

oder, wenn man statt 7’5’ m setzt, und bedenkt, dass fir die

Grenzen w und ¢’ gleich Null werden, so hat man fir den zweiten
Theil dieser Gleichung :

ey’ 3y’
T L + m _l.
B ’ day ca, \2
(B—2E—0) (0 — 22— ) de
’ dy ay
7 — -+ m
day 8u,

unter m eine willkiirliche Constante verstanden.

Die Kriterien fiir ein Maximum oder Minimum sind daher hier
folgende:

Die zweiten Differential-Quotienten von ¥ diefen innerhalb der
Integrationsgrenzen nicht durch unendlich gehen, ferner muss
B—2E—D' fiir alle Werthe von @ = @, bis @ = @, stets dassclbe
Zeichen beibchalten, und endlieh muss noeh die willkiirliche Con-
stante m so gewillt werden konnen, dass fiir keinen zwischen @y

] 0 a -
und .z, liegenden Werth von @ der Ausdruck gg— + m;:i gleich Null
1 2

D' stets positiv, so
hat man ein Minimum und ist es stets negativ, so hat man ein

wird. Ist nun unter diesen U

Maximum.
Wir kaben endlieh noch den Fall zu bespreehen, wo nebstdem,

27
dass = (ist, auch noch die Gleichung B—2 E—D'=0 stattfindet.

e
Alsdann hort die Gleiechung, die zur Bestimmung von y dient, auf, eine
Differentialgleichung zu sein, sondern sie ist eine ganz gewihnliche,
etwa von der Form y=9 (@), und jetzt konnen blos die Abseissen
der Endpunkte beliebig gewiihlt werden, die Ordinaten derselbeu, so
wie die Richtung der Tangente an denselben, folgt aus der Gleichung
y=20 () von selbst. Man hat in diesem Falle fir die Glieder der
zweiten Ordnung

(o 117 el ') ol
%uu\d —[drﬁ]:—}— '—|—/n~ (4d—F + E') dev

| &y &y oy |

and da fiir die Grenzen w: und w’ glexch Null sind:

xz

/,,.z (4 —F + E") do

x
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woraus man auf ein Maximum oder Mininnim schliessen kann, je nach-
dem A—F" -} E* stets negativ oder stets positiv ist.

Wire anch A—F'+ £ = 0, so wiice Vd @ ein vollstindi-
ges Differential, und die Untersuchung miisste auf eine andere Art
fortgefiihrt werden.

§ 11
Untersuchung des specicllen Falles, wenn V= (@, 4.7, y", y"'*) ist.
Dic Glieder der zweiten Ordnung lassen sich in diesem Falle
auf folgende drei Weisen darstellen.

T
vV LRl G 3V
35 ( w? — 't — w'? w''?
( ) ayg + ay/g + ayu: + aJu/a +
@)
v , Tl i , v ,
+2 — ww 4+ 2 - ww' 42 — "
dy8y dydy” dyey”

noy” -:r 2y

2 ! 2 ' 2——-——10”1('”’) do
+ 2 2 2

B M e

a1 ay” oy

ell/ a‘l/y ’ aIV,/I a[V "t h
— Lo
+/ 8J ]+[8y” ] BJ’”] } e

Tz
(37) ((’l(“ 4wt w2 e e 2w’ 4 2w 0" )+
ay )

v

8* T . N
\/6__“ (" 4 kw4 kw4 A w)de
g

Ty
die ctmander identisch gleich sind. Die in (36) vorkommende Grosse
W ist gleich }
av ) ) ’

0
W= —w — — " —
ay + ayr ayu + aynl

und die in (37) vorkommenden Grissen Ay, Ay, A5 und v, vy, vs, v3, 4y V5
haben zu geniigen den Gleiehungen (11), diese sind:

1"

*V 3 V

3 A
ay*
8V ’ N 8tV
—_— = 2, P
By"‘ 1 + 3 + . aym:
8V oV

—— = v 2¢, + A2
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32l , . v
—_— = s o U
= etk
0 e , 92V
— =t vy A 2
ayayu 3 + 4 + 1 aJ,/m
a’.! I7 a?l'
=t + X
dydy’ oy’
s a2V
YA Uy + Ty + + )1 A’ " (11)
dy'dy dy"'*
a*V oV
! 7 = + ) I! o
ay ay 7 /
v Rl i
Ty, — 0 + Iy T
ay /ay’// y E4
Wir nehmen an, dass die Gleichung

vV aV]’ [
EJ - ay/ l an’/ ] T

integrirt werden kann, und dass ihr Integrale

y =9 (v a1, s 5. dy. @5 @)

sei, das Integral der Gleichung

ol 6”’ ! aliy” ol y”
oy 8J oy 6J T

die steh in entwickelter Gestalt, wenn man:

R FENY R R FEh
- = 4, ;=D m =0 — =D, — = [,

oy* oy ay'"* 8y'"* dyey’
B g L) L 32 3 )
q _— -_— — — B — ]

Yo e

L0 AR ! !
Bydy"” T dydy " ayey” T ay'ey” 8y oy

setzt, auch so schreiben lisst:

— Duw® — 3D + (C—3D" — 21— k) w””

4 (2C — D" — 41 — 2K )" 4 (— B+
+2F—36G 41 —31"— K"y v + (— I + N
F2F—3G"+ H'— "yl (d— E4 F" — G o= 0

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL. XIL Bd. V. 1ft. 68
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hat dann folgende Werthe:

Spitzer. Uber die Kriterien des Grissten uud

3y 3y 3y ay ey dy

w = A, = {, — A, —=- 1, — 1; — A —
o By ‘ da, + & da, = duty e duy + 4 oy

dy &y &y ¢y 8y 3y

w= B — B, - B, — b, — B By —
B dee, o da, T B 8a, + B I + da, + B dag

oy oy 3y 9y oy oy

w = C C —4 6 —+ 6 — + 0 - G =
‘ ! oty + G da, + G day + G 8ay, + ouy TG dag

von denen wir das erste mit %, das zweite mit #, und das dritte mit

us bezeichnen. Willen wir nun 2,. %, und 2; so, dass 2

w
rentialgleichung

w4y w2 w g w

werden, so haben wir demgemiiss:

Uy

s, und w = 1wy die particuliiren Integrale der lincaren Diffe-

"+ A" o F gy = 0 N
' A o F ks uy = 0
w4 h g w4 oy = 0
woraus:
wyouy wg" — g uy wy — g g e g wy " g ey wy —ug gy
o uy ws' wg —ugwg Wy — g wg g w0 g e wy” —ug uy
g wy g =y g g — e " g g " g w s —ug uy M
+ wy wy' g — g wy wy —ug w ) b wg wy ug wy wy —ug uy wy”

wy wy

" ’ " e ’ "
—u g ay — ey

1"

I ! " "o / " 1" / "
+ oy w1 w" g e w — w6y

"1

’ "
H( "2 "ﬂ

—uy uy oy

R T T TP

] + 14
+uy ug' uy

+ g wy s

folgen. Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (11), so
findet man dann », vy, vy, v;, vy, v;: diese sind:

v = K —

vy = Il —

s — W — 2 D

vy = — (G — 2 DY — %% D

R — )

- —

— X D

P4 (G —2 D) + (4% DY —dadg D
G 40D —(I—%D) —XXD

—ug uy uyl
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und jetzt bleibt uns nur noch nachzuweisen iibrig, dass die gefunde-
nen Werthe der Unbekannten den 3 Gleichungen

a° ! R LRl i
= v P de® ==
v? e
ey 2V (41)
— = 2113 Xe?
ay,: il + 3 + 2 ayme
82V , .
— W, 20 M2
ayrrg 2 + 5 + 1 ay///g

identisch gentigen, und zngleich mit der gehorigen Anzahl willkiir-
licher Constanten verschen sind. Da die Gleichungen (11) durch
Elimination von 24, 2, 2; auf 6 Differentialgleichungen ersten Grades
filhren, so miissen in den Resultaten unserer Rechnung seehs will-
kiirliche Constanten erscheinen.

Die Gleichungen (41) gehen, wenn man in ihnen statt v, ¢, v,,
vy, vy, v; ihre Werthe setzl, in folgende iiber :

A=FE —F'+4+ (6§—%D)"+ (M D)'— (25 D) + %2

B=1I'— G + (O D) — (I — ) D) — (z( de D) 4 2 F — (42)
— D — [)) — 2% D WD

C=K— (D) +21—20 D+ %1

und diese fiihren entwickelt und geordnet anf folgende Glei-

chungen:

WD A4 3% D — DOy M) + 3% D —
— 2D (a l ) A D (a e A Rl — 20 R+ (43)

g (D -2 D 0D —2 D)= — A+ E —
WI’ + (W”f
2 D420 D A D (B — e — %) 4 % D
‘ D (3l — )k D —20 ) — B—2 F4 (4D

436G —H+ 1
(D—u D+ DO —20)=C—2i— K  (45)

Nun ist in diesen Gleichungen die Substitution fiir 2,, A,. %; und
ihren Differentialquotienten durchzufiihven. Wir sind aber hier ge-
zwungen, um nicht gar zu weitliufige Entwicklungen zu haben, eine
Reihe von Abkiirzungen einzufiihren.

68°
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3 wR R M + + s — :\n: AL W
= @ik.? i R <} + TP — @ ,m S — n
= ' n St 4 -+ i — @ S e — R
= @".u" '+ + ot — @M . — "
= @ N LR T -+ o — o 0,
= " St 4 + L == no— W
= (o' n Jgn e 4 + e = o — W
= ::_: :\ﬂ: \:-Z \n: + + \:“Z \nz —— \_Z - \Cs
= " M A Sl S Fe — n — S
= @' " PRI o =7 e e — ) e 0
= @n W e L + S — n — n
=y BT + ot — Ty — Wy
= ot T -+ S — o — i
= bt TR + Lt — ), 1)

il itk s LRI + et — N o— Iyl

@' et - + o — 0y e iy,
= S S e, e + S — e — n
— NI TR St - -+ S — o — i

@M ety gt - + ' — Wo— W
= ,mn n i St - + i " O e W
= Fu cn S tn - R ot — W o— "
= 'n T gt 4 N Snomo— et — 0
= I Ap bp Snoee -+ St — et I — RL

;—U:—: HUGR TRIN 27108



so ist, wie man leicht sieht:
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M,

M 4 M,
M, + M,
M, + M,

M, + M,

M+ M, + M,
M,

M. + My

M, + My, 4+ M,
My, + M
M+ M,

My; + My

Mys + Myy + M,
My + Moy + M.
My + M,

My + M,

1049

und %y, %, A; und ihre Differentialquotienten haben folgende Werthe

A
)\2

23

— M3k 4 3R —

M =
M =
M —
M =
My =
My =
M =
My =
.;‘I,)’ ==
My =
JIHV =
=
My =
M, ';' .
My —
Jlmy -
M,
2
M,
i,
M,
A
M, 2
- DT, — 2 == A?
=
— S
M, + M,
- M,
My+ M+ M,
) B

i,

1

M

M,.+ M
. Fatyg S ok S s a
LA U D D VI T I E T

My +2M,, + M,

1

4 300 2 s

20 A Ay kg — Mhe — Dyt A W

T 32 ke A8 hg — B h 22y —3 0, W As 4



(46)

1050 Spitzer. UCber die Kriterien des Grossten und

Wird nun in der Gleichung (43) statt 2, sein Werth gesetzt,
so erhélt man:
—n%i%£ﬂ2+yx3n+2hn)+3yn“
D Oal A ) 4 DO N — BN A N — 3220+
ey % %) A dg (D — 2% D' e I — 2 D+ 32 D) =
—— A+ E—F + G

Setzt man hiercin statt 2;" seinen Werth, so erhiilt man:

My +2Myy+ My, M, +M,, ) N
—U"‘i'”—'ﬁ”@h+)DHN)D+

A D (B 2 28) 4 DOy 2 — h A g o A A A d
0 h) F [P — 0D D (e— 30D — D (O + 1] =
— — A+ E—F + G

setzt man jetzt fir 2,7, X, und 2;* ihre Werthe, so kommt:

M, + My, My MM,

M, +2M,, +M,,
— D l 21 22 23 2 9,2 .
M, H2 A — 2 M, M?
M, M, + DM, M, M,
— __ﬂ]__])r[ g s *1ﬁ+4) 11_*_)‘3‘ ]_3Du1 11+
M, . M,

+>‘3 [D”'—Fz)\il) +3/ ])+I)(2Ai 12—“2}3)]:
= — A+ E —F + 6"
und setzt man endlich noch fiir 24, 2,, A; ihve Werthe, so erhiilt man
wenn man die ganze Gleichung mit 27,2 multiplicirt und ordnet:
— D" M+ D (2 M, M, — 3 M, My + D (AL M, +
11 1)k
+ MM — 3 M — 3, M, — “Y+D(2M, M, +
+ 20 My — My My — 2 M, M, — JL My + M, My —
Mz M, M, M, M,

—2 E U whean 9 e 9
= R/ M, A 7o)

— M2 (— A+ £ —F + 6"

Verfihrt man mit der Gleichung (44) chen so, so erhiilt man,
wenn man zuerst fir 2, seinen Werth selzt :

My+ M+ My,

D———ri— + % '+ D B+ 2% —N k) +
<

Dk — 2y %y e — hE D, 20057 — R
Ll iy e I
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wenn man dann fiir 2,° und 2;* ihre Werthe setzt:

Mo+ M, —M
D (_9*};103 L 3 ) L 0] el +/01)”+1) (a2 32) 4-
.}
+ %2 1;_91«+3(,——11+1

und wenn man nun noch fir A,. 2,, 2, thre Werthe sectzt, und die
Gleiclmng dann von Briichen befreiet

MM D + D (2M M — MM—M M +
+ D My A M My — My My — M Mg+ M) = (47)
—M:(B—2F+3G —I+ 1"

Endlich erhilt man fiir die Gleichung (45), wenn man fiir 24
seinen Werth setzt:

M,
V])—/ D—WD=0C—2]—K
und wenn man noch fiir 2, und 2, ihre Werthe setzt und ordnet:
M,D + DM, —M)=M(C—21—F) (48)

Die drei Gleichungen (43), (44) und (45) gehen daher in fol-
gende drei Gleichungen iiber:

— D" M, M, + D' (2, M, — 3 M, 11,1) + D (4 M,y +
I ‘.’
M M — 3, Mys— 3 30, My—2 2 My 4 p 2o s+ (46)

0 M My — My My — 2 Wy Moo — J/1 My + M, M, —
M2 DI, ‘ & o Mo 3, My
—2 2t M2 M 2 =
— M2 (— A+ E —F + G
MM, DD (20, My — M, M, — ML) + D (O, My +
4 M Mo — M My — MM, + M) =M (b —2F4 (47)
e T i)
MDD (My— M) =M (C—21— K) (48)

Die zwei ersten dieser 3 Gleichungen sind einer bedeutenden
Reduction fihig, man hat zu dem Behufe nur statt — A~ K —F' (¢
und B —2F 4 3G — [I' - ' ihre, ilnen identisch gleichen Werthe
zu setzen, die wir auf folrrcnde Weise erhalten:

Setzt man in der Gleichung (38) statt w die drei Werthe uy
u, oder wus, so erhiillt man stets eine identisehe Gleichung, weil



(50)

(51)
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w, und u; die Integrale dieser Gleichung (38) sind, man hat daher
folgende identisehe Gleiehungen:

— D u® —3Du® 4+ (€ —3D —21—FK) +
" (26 —D"— AT —2K) 4 u (— B+ C' +2F—3 G+
=31 — K)o (—B 2R — 36 I —1I") +
+uy (d—FE 4+ F —G") =0

—Du® — 3D uw® + wu® (C—3D —21—FK)+
+ w2 C—D"— AT —2K) b (— B+ C 2 F—3 @ +
=3 — K 4w (—B +2F —36"— [ — ")+
e (d—E 4+ F — ") =0

— D™ — 3D w,® 4+ (C—3D"—21—K)+
+ " (20 —D"—AT— 2Ky by (— B+ C' 2 F—3 G +
A — 31— K" 4w (—B +2F — 36"+ ' —1T") +
ttg (A—E + F'— 6"y =0

Multiplicirt man die crste derselben mit u," ;" — w;' w,”,

die zweite mit ;" 1, — " w;”" die dritte mit «,” 2" — 2, «,” und
addirt man simmtlielie so erhaltene Gleichungen, so hat man:

— DMy — 3D My + Wy (C—3D" —21—K) +
A (2C—D"— AT —2K" )+ M, (A—E+ F'—G") =0
multiplieirt man hingegen die drei Gleichungen der Reihe nach mit
uy W — ws " ug wy — w1y we wy) — wy ws"
und addirt sie alsdann, so erhilt man:

— DM, — 3D M, +M(C—3D' —21—K)+
+M(2C—D"— 4T —2K)+ M (B—2F +
36 — B 4+ 'y =0

multiplicit man endlich dieselben drei Gleichungen mit
' 4 ' ! ’ ’
My g — Us' s Gy Uy — g U Uy Uy — Uy Wy

und addirt sie, so hat man

— M — 3D M- % (e— 3WpL— 2 PN
+ M (26 — D — AN —20") M (— B+ C
SRR L — SN — =
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Diese drei Gleichungen (49), (50) und (51) sind offenbar
identisehe Gleichungen, aus der ersten derselben folgt:
M (—A+E —F + 6")=—DMy — 3D N; +
My, (C—3D"—21—K)+ M. (2C —D"— 41 —21")
und dies in (46) gesetzt und reducirt gibt:
2 M M. D'+ D (4 M, My + My M, — 3 M Mg —

M2 DL,
DY =)+ D (2 M Mg + 2 M Mo —2 M, Mee —
5 PLEM,,
— My My + M5 My — 2=t — M M — 2 W

1
M, M, ML -
22y = My My (C— 21— 1K)+
A2k

+ M M (C—2T — K"

Versuchen wir, um diese Gleichung noch weiter zu verein-
fachen, statt € — 2] — K seinen aus (48) folgenden Werth zu
setzen. so hat man, da

M, (C—21—K)y=M D+ D (M,

M)
ist, wenn man diese Gleichung differenzirt:
M€ —21—K)y4+ M (C—2]1—NK)=MD"+
+ 23, D 4+ D (M, — )
Bringt man nun zuerst mittelst dieser Gleichung aus (52) das
Glied ' — 2I' — K" weg, so hat man:

g M,* M
D' (AM, My — 3 M, Mg — 3 M, M, —2 hV Y+D(2M, My, +
S|

4 2 M Mg —2 M, Moy — M, Moy B, M, — M, M, — 2, M, —

b My, M, M;
—2 9ty (M My — 20, M) (C—21—K)

I, I,

und bringt man hieraus mittelst der Gleichung (48) das Glied
C— 21 — K weg, und befreiet man dann die Gleichung von Brii-
chen, so hat man:
SMD (MM — MMy + M)+ D[2M (MM, —
— MMy + M) + My (M My — MM, - M) —
— 2 M, (M Mg — MMy + M )] = 0

(54)
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Uns bleibt nun nichts anders iibrig, als die hier erscheinenden
Ausdriicke
Mg — MMy 4 M,
MMy — MM, 5 + ML
MMy — MMy + M,
wirklich zu herechnen. Wir haben diese miithsame Operation durch-

gefithrt, und haben gefunden, dass jeder der drei Ausdriicke aus
108 Gliedern besteht, die sich paarweise aufheben, es ist nimlich:

MM — MM, 4 MM, =
(' — wg'" — s wy" - wwg'w" gy — wgis'wy").
(1" — g g " — s g 4w " g ey e —

— """y — (" — " — sy A w4
+ wu )" — gy ) (o " — g " — sy a4
ey " A s e — g ") - (g — g " —
— gty s wy"" A wguw" — g uy"") (" —

— gy — w1 s " g ey — s’ "1y =0

Setzt man in dieser Gleichung iiberall #(*) statt @, so erhilt
man offenbar wieder eine identisehe Gleichung, und die ist:

M.,

4]]-3)]15 + JI;,J[; = 0

und verwechselt man in derselben Gleichung o' mit 2" und «” mit 2/,
so erhilt man

— M My 4+ MM, — MM, — 0

also ist die Gleichung (54) identiseh erfiillt.

Man kaun daher folgenden Satz aussprechen: Wenn die in
(39) angegebenen Werthe von i der Gleichung (45) geniigen, so
geniigen sie gewiss anch der Gleiehung (43). leh habe gesueht,
dieses noch lentlicher ersichtlich zu machen, und bin dahin gelangt
die Gleiehung (52), welche mit der Gleichung (43) identiseh ist, in
folgender Form aufzustellen:

2'M, [M, (C—2J—K) — M0 — D (M, — M) +
201,01 L
A+ (A — )M (=2 — Ky — M — D (H—D5)] = 0
Al

Zwischen den verschiedenen A/ finden noeh mehr Gleichungen
Statt, als die oben angefitheten: da sie uns im Verlauf der Rechnung
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von Nutzen sein werden, so wollen wir sie hier, mit Wiederholung
der schon genannten drei, anfiihren:

M My— MM, +M M, =0
MM, — MM +M M =0
M M, — MM, + M M, =0
M, My — M, My, + M, M. =0
M My — M, M, +M, M, =0
M My, — M, My, - M, M, —0
M My — M M, + M, M, =0
M, My — M, My, + M, My = 0
M, Moy — M, My + M, Mg =0
M, Moy — My My + My My = O

My, Myy — My My, + My My, = 0
Behandeln wir auf dieselbe Weise die Gleichung (47). Aus
(51) folgt:
M (B—2F4+3G¢'— I +1')=— DM, — 3D M; 4 (C—
—3D" —2]—K') M; 4+ (2C — D" — Al —2K") M, + (€' —
— 2I" — k") M,

und dies in (47) gesetzt, gibt:

M, M, D"+ D" (M, My, + 3 M, M)+ D' (2M, M, — M, M, —

— M, My 30, M) + D (M, M.+ M, My + M, My, — M, M,,—

MM 4+ IR) = (C—2—F) M, M, +2 (0 —2f —K') —
— M, M, 4 (€' — 21" — K"y M

Versucht man auch hier, um diese Gleichung zu vereinfaclen,

statt € — 21— K" seinen aus (48) folgenden Werth zu setzen, so hat
man, da

M (C 21— K M, 4 D (M, — )
M (C—2I—K") +M, (C—2]1—K) = M, D" +
+ 2M, D'+ D (M, — L)
ist, die letzte Gleiehung nochmals differenzirend

M (C'—21I"— K"+ 2M, (C —2 —K")+
(M, + M) (C— 21— k)
=DM My—M,) -+ I (M, + 20, — M)+
+ D (3M, + M)+ M, D

(56)

(48)
(33)

(57)



(38)

(55)

(53)
(49)
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Bringt man ans (56) mittelst der eben eutwickelten Gleichung das
Glied " — 21" — K" weg, so hat man:

— DM M, 4 D (M, My — M, My + M) = —
— M, M, (C—2I—K)

und bringt man aus dieser Gleichung mittelst der Gleichung (48) das
Glied € — 2] — K’ weg, so erhilt man:

D My — M, My + M; M) = 0

und dies findet wirklich identisch Statt.

Man kann daher jetzt auch sagen: Die beiden Gleichungen (43)
und (44) oder die aus ilnen abgeleiteten (46) und (47) werden
befriedigt, wenn nur die Gleichung (45) oder die aus ihr hervor-
gehende (48) befriedigt wird.

Zugleieh lisst sich hemerken, dass man der Gleichung (56)
folgende Form geben kinne :

MW (C—21—K)— M D — D (O, — M| —
— M [, (C—21 —K)— M D —D M — M)] =0

Um den Faden unserer Rechnung nicht zu verlieren, wollen wir
erwihnen, dass unsere Untersuchung, ob néimlich die in (39) und
(40) aufgestellten Werthe von

Ao Pas Dy, T, By, Ua, V3, Ty s

den Gleichungen (41) geniigen, uns auf folgende drei Gleichungen
filhrte:

QM [ (C—21—KY—M, D — D (M, — M)] + (M,

2.0, 1,
M,
MM (C—21—K) —M, D —D (M — M) —
— MM (C—21—K)— M. D — DM, —M)] =0
M(C—2]—K)— M, ' — D — ) = 0

WM, (C—2 I—K)

My V' —D (M; —M,) = 0

die der Reihe nach den Gleichungen (41) identiseh sind. Wenn
sich daher erweisen lisst, dass die Gleichung (48) identiseh statt-
findet (etwa dadurch, dass man zwischen den in iln eintretenden
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Constanten gewisse Beziehungen statuirt, so finden auch die Glei-
chungen (55) und (58) und somit auch die Gleichungen (41)
identiseh Statt.

Suchen wir nun aus den zwei Gleichungen (50) und (51) cine
dritte abzuleiten, in der nieht mehr B —2F 4 36" — II' 4+ 1"
erscheint. Zu dem Behufe diflerenzire man (51), dies gibt:

— M, D" — D" (% My M) — D" (6 My + 3 M) — D 4V, +
+ 3M)—D (Mo + M) + (M + M) (C—2 [—K') +
+GM42M)(C —21 —K)+ 2 M, (C' —
2l — K"y M, (— B4 C" 4+ 2F —36" + I —
— 3" — K"y 4+ M (— B+ C"+2F—3G + II' —

— 31" —K") =0

addirt man hinzu (50) so hat man:

— M, D" — D (A My A4 2 ) — D" (6 M, 46 My)— D' (4, +
+6,)—D (M2 My )+ (M 42 M) (C—2 [—K' )+
G+ BM A AM) (€ —2 1 — K"+ 2M, (¢ —
— 20" — K"y 4 M, (C" — 21" — K"y +
4 M(—B+C +2F—3G+ 1 —31"—K")=0

Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit 3, (51) mit JJ, und
subtrahirt dann beide von einander, so hat man:

— M, M, D" + D" (— 4 M M, — 2 M, M, + M2) +
+ D (—6 My, My—6 M, My—+3 M, M) D'(—6 M, M, —

— A0, M, + 3 My D) + D (— M, My, — 20, M5 +

+ My My (M, My~4-2 M, My — My M) (C—2 [— K"y +

S+ (BM M AN M, —2M,%) (C—2] — ") +

4+ 2.3 M (C' — 21" — K 44 (€ —
—21"— K" = 0

oder anders geschrieben:

M [M@C€—20—K)—MD — DM —M)]" —
— M [M, (C— 21— K') — M D'— D (M, — ¥,)]" +
+ MM (C—2] — K')y—M. D — DM, — M)] —
— Mi[#, (C—21—K) — M0 — DM, —M,)] = 0

(59)
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Setzen wir der Kiirze halber
MC—2—NK)Y—M,D —D(M;,—M)=u
so lisst sieh die Gleichung (59) so darstellen:
Mo — Mo + My — M,ou=0

oder
1, M.

W — J—:"+37u—3—1u—0
oder endlich, was dasselbe ist, in folgender Form:
W F sl =0
Vergleieht man nun diese Gleiehung mit der Gleichung

w' Fne e =20

so sieht man, dass u die drei Auﬂosungen:

&y ay 8y 8y 3y cy

Ay — -} 4, — - {y — Ay — =

h duty A4 o, + s cay + du,, + 4 o + dug

oy ey oy ay ay ey

) e A )) e l)’ v :r s

L ouy al ca, + 15 + i + B da, + B dag

, oy , oy 3'/ , oy

nr+u7+,—+ + €=+ oo

cuy ca, uy Sug dag

hat. Wie lisst sich nun denkon, dass der Ausdruck:

M (C—2]1—K)—MD — DM )

in welchem die Coéfficienten A, B, € determinantenartig verbunden
vorkommen, identisch gleieh sei, einem der drei angefithrten Aus-
driicke, wo die Coéfliecienten A, B oder € alleinstehend und in
linearer Form auftreten ?

Wir sind daher gezwungen anzunehmen, dass

M, (C—21—K) — M, D'—D (M;—,) = 0

identiseh stattfinde, denn nur unter dieser Voraussetzung lisst sich
aus (59) kein weiterer Sehluss ziehen,

Wir wollen nun zur wirklichen Berechnung von 2,,2,, ; schreiten.

Es 1st
ey ey Sy <)) Sy
B — e N A 1—’—+ A, —}—As 4
ouy ouy ouy dug
' &y’ &y’ &y’ ol
e — A lg=—~= {3 — 1'~——— 15———— 1o —
] ’E!u,_f—l'ﬁuz-—1—131‘3)113--*_14 da, 1 +1r86
" &y 2y 8'/ &y"”
' = Ay —+ dy—— 4 Ay -4 —l— A; —{- Ao —
ou, da, @ duy
a e,/l“ a'/”’ '\ /I/ all ay//l
w, " = J A, Ay — A; A==
: —F F Eu. + b dug 4— ay YRR dag
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2y ) } , oy 2y
w — Bio—+ b J+L3 Byt Byt e e
au, dty 0y dug
ey’ oy’ ey’
. — B . +m YL 4 p ’+MJ
i ¢ Suy da, dag
ey ¢y oy ey’
m”:ﬂ +B“J+WSJ+HVL+&7—+M%—
I [(F3
(/I a, al e
"2!// - p . ____+ )3 + , ] Yy
8(16
oy ey oy oy ey 3y
s = O Gt G G+ G+ oy
. ! oy T 8u, +6G TG da, + Sy + 6 du,
, &y ey’ a:, , &y 8y’ s
w' = C—+C—+10C 7 +(4——+Cs—“+(»c
LI ou, du, et IO
. : ey 81/ ayn ayu ey/,
u' = C —+ —+C'4““+Cs—‘+ce
81(1 «, Aty 8ay du,
» aJ/N , . /// ’//r . ayu,
U =('| + C. +C —+( —“+ ——+ G
au ou, i o

Setzt man der Kiirze halber:

— xlg])’lpg + 1[3’1’3(‘( + Asl}i pg ——"13I;3(‘|=.’\v(
— 4B, €, + AB.C, - 4,B.C,

o, B0, — A ByC.
ol B.C, — A,B.C,
Amgr—mma
AB.C — U, BC
A B, C, — A B,C,

A B0 — A, BLC;
H B.C, — H4,ByC,

A B,C, — A, B,
A, By — A T30,
A B Cy — 4, By (s
AaByCy — 4. B,C,
B O — A B0
By Cs — A B C;
Ay B,C; — 4, B;C,
A:B,C; — A BsC,
A B Cy — A, B G,
#4.1,C. — 4. B.C,

— ,BC, + DG,
S B Cs - 1B, Cy - Ao B, Co —]

A A1 G

— A 1,0y A BLC, - ABL G
— A B, O 4 A BG4 A B, Gy
— A B O+ A B G+ A B, G
— A DG 4 A B G+ 4B, C,

A2, Cy - ABC - A B,

— B, Gy - A B O A AL G
— 4 B.C + A BCy + AB.Cy

— A B.C; + Ao B C

A4, 8.0, + d88.C. + 4.5

L+ A B, C

— A, B.Cs -+ ABC, + A,B.C,
— A 2Cy + A BC, + A LG,

A B.Cy + A B Cy + AP C

— 0BGy 4+ MBC, - BB,
A B,Cy — A By Cy — A B, Co + A By Cs + 48,0,
AR Co — 4By — A3 B,Cs - A5 BsCs + AuBsCs
A B, Co — A By Cy — AB,Cs + A BeCy + A:B.Cs

0y - —

— A B, Ci =N,
— A, B.C =N,
(. ,C;=N,
— A B;C, =N,
— A B,C,—N,
—4,B,€, =N,
—A; 3,0, =N,
— A 3,0 =N,
— A, B,C, =Ny,
— W =,
N

— A B3C=2Ny;
_As])"aa':*\vu
— 4B, C, =Ny
— A D50 =2N;
—‘-’133‘403:‘\?17

— A B,C; =N

— A B O =N
— A B Ci=0No
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so ist der gemeinschaftliche Nenner vou 2., A, und ; folgender:

NP+ NP NP+ NP N P+ N P+ N P
4 Ny Py Ny Py + Nyo Pro + Ny Py + NizPro + Nyg Pig +
+JV1§ P+ Ny (T AT 1’1,;-{—‘\',7 Py; +1Y15 Pis 4+ Ny Py +
~+ Nug Lag.

Will man den Ziller von 4, haben, so miissen in allen den P
statt y" die y”, gesetzt werden; will man den Zihler von 2, haben, so
muss man im Zihler von 2, die y' mit " verwechseln, und endlich
findet man aus dem Zihler von 4, den von 23, wenn man statt y , ¥’
setzt. Wir erhalten dureh dies in den Ausdriicken fiiv 4y, 25, A; zwan-
zig Constante Ny, Noy Nyy ... Noo. zwischen denen aber folgende
30 Gleichungen stattfinden :

Ny Ny —Ne No + N N =0
N N — N NN N =0
N, No— Ny N, + N Ny =0
Ny Ny — N N+ N, Ny =0
N Nyg— Ny N+ Ny Ny =0
N No— Ny Nyg+ Ne Nye=0
N, Nyg— N, No+ N, ¥y =0
N, Mg — N, Nyg + N Ny =0
Ny Ny - N N+ N M, =0
N M, — N, W LN N =0
N Ny — N N+ N Nu=0
NN, — N N+ N Ny =

N Ny — Ny Nig + Ay Ny =0

N M, — Ny NN, Ny=0

N N, — N, Ny + Ve Ny =0
N, Ny, — & N L+ Ny Ny, — 0
NG ey — N N =Y o Wil =10
Ny Nig — Ny Ny + Ny Nz=0
N A e e i Pag == U
Ny Nop— N Nig + Ny Vs = 0
No— N N + 8 N, =0
A\v:, Ny — N A\vlb + N A\'I7 =0
Ny Ny — N Ny N,y N:=10
Ny Neg— N Nio - Ny My = 0
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Ny Ny — Ny Ny + Nyp Nys =

Ny Vg — Mg N5 + N3 Ny =0
Ny Nyg — Nz Mg 4 Ny Nz =0
Ny Voo — Ny Ny + N5 Nyp =0
Niz Neg — Niy Nyg -+ Nig Ny =0
Nig Nog — Ny5 Nyg + Nyg Vg =0

Diese dreissig Gleichungen kéunen offenbar nieht lauter ver-

schiedene

Gleichungen sein, denn in ihnen kommen ja nur zwanzig

Unbekannte vor, man iiberzeugt sich sehr bald, dass sie alle befriedigt
werden fiir:

N,

N;,

Ny
Ny
Nis
Ns

Noo

Man

N (N, Ny — N, Nyy)
NNy — Ny N
N, (N, ¥y, — NN,
Ny Ny — Ny Ny,
Ny (N; Nyz + N5 Nyy)
N7 Ny — Ny Vg
Ny (Nyg Nyy — Ny N») (N, Ny; + N, \19) N, N,

(N, N,, — N, N, N,
Ny (N, Nj; — Ny N (N, Ny, + N, Ny n N, N,
(N7 Ny, — N, N )° N,

Nt (Nis Nn I Nn Nw)
N; Ny, — Ny Ny,
Ny (Ny Nyg — Ny Ni5) (Vg3 Nz + Ny Nyg) - Ny Ny

(N, Ny — N, Nyg)® N,
= Ny (Ny Ny — N7 Ny5) (Nyg Ny + Ny Nyy) +N3 Nys
(N, Ny — Ny Nyp)2 A
_ N; Nyg — N; Nyy
N,

Ny (Nyy Nyg + Ny Nyg) — Ny (N; Ny + N Arw)
N; Ny, — N; Ny,
N (N, Ny — N, Nyy)
N,?
kann nun auch hier, die in den fritheren Fillen gemachten

Schlussbemerkungen wiederholen. Die Werthe fiir

U, Tys Vs Ugs Diw Ds, Ay Aey Ag

enthalten 20 Constante nidmlich:

Ny, N e .o Nig, "Ny, Ny
69 °

(60)
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von denen sich aber, so wie es iie Gleichungen (60) zecigen, jene
mit geraden Zeigern durch die mit ungeraden ausdriicken lassen; da
man ferner noch durch irgend einen der ibrig bleibenden Coéflicien-
ten Zahler und Nenner dividiren kann, so kann man die Werthe von
den v und den A betrachten als abhiingig von nenn Constanten, sechs
willkiirliche Constante diicfen aber nur vorkommen, folglich muss
die Gleichung

(48) M (C—20—K)y— D —D (M, —M,)=10
auf drei Relationen zwischen den Constanten Ny, Ny, Ng, Ng - - Nog
fiihven.
§ 12.
Wiire aber G = 0, d.

a I/I'
V=f(x y 9% y") + ¥ (o y 9" y),
so sefze man statt (37) folgenden Ausdruek:

Gz ]
gu w4 ot w20+ 2oy 0w’ 2o, 0l w4
. . by

- / P(w' + 2w 4 pow)rde

Z)

somit statt der Gleichungen (11) folgende Gleichungen :
v 4 P pr

vy 4+ 205 + P22

C—=rvy + 20 + P

I

A

I

[g'_—_r—}—r' + Pip
F=uv 4+, + Pu
C=vr4

H=r, + vy + v+ P2
1 = v,

K = 1,

auns denen sich leicht die Werthe von v,. ¢4, v; und £ ergeben. Es

ist nimiich :

By = /i
'y = “
Uy == I

P =C—K-—-21
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Setzt man diese Werthe in die obigen Gleichungen, so hat man
zur Bestimmung von #, »y, v3. A und p. die fiinf Gleichungen:
A=¢ 4 p2(C— K — 21)
B=v,+2v, +22(C—Hh —21)
E=v + v+ 2p(C—Hh —21)
F=v, +6¢ +p(C—H —21)
H=1v, + G+ 1T +%(C—FK—21I)
welehe, dureh Elimination ein 2 und p auf drei Differentialglei-
chungen ersten Grades fithren.
Wir werden nun genau so, wie bisher die directe Integration
dieser Gleichungen umgehen. Ist niimlich das Integral der Gleichung

oV oVy o sV
Y [T+ [ - R -0
a"/ ayl ay// aylll
y =0 (v, a, ta, @z, tty)
so ist das Integral der Gleichnng :

ol sy sy ol 4y
o el [ =0
die in entwickelter Gestalt sieh so schreiben lisst:
W (C—21 — k) + 2" (C —2I' — K"y + o' (— B+ C" +
LU — 3G+ I — 31" —K") 4+ w (— B + 2F — 36" +
4+ —I0")Y+w(d—E +F —6")=0

ey oy oy ey

w= 4, — Ay — by —— o =
! da, + 4 2a, + 4 eay + 4 3,

¢y oy oy oy

an = iy — b, B, — B, =
4 ou,y + b daty + 5 L0 + B Oy

von denen wir das erste mit u, , das zweite mit 2, bezeichnen. Und
nun wihlen wir, so wie in §. 9, 2 und p. dermassen, das w=uw, und
w =, die particuliren Integrale der linearen Differentialgleichung

w' 4w - p=0
werden, dem zu Folge ist daher:

. o " — ey u,’
;o
gy — u, 1wy
w, w —
e S
wy ) — uy uy’
Aus den Gleichungen (61) ergeben sich nun: =

rn=H—G—-T—5%(C— i —2I)
v =F—G —pn(C— K —2])
v =E—F 46"+ [n(C—K—2)] — i (C—K—2I)

(61)
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(63)

1060 Spitzer. Uber die Krilevien des Girdssten und

und jetzt bleibt nar noeh zu beweisen ibrig, dass die gefundenen
Werthe von 4, . und den » die zwei Gleichungen:

A=7v + p2(C— K —2I)

B=v'+4 20 +2(C— K —2I)
tdentificiren und dabei mit drei willkiirlichen Constanten versehen

sind. Setzen wir in diesen zwei Gleichungen statt », v, und v; ihre
Werthe so haben wir:

A=E—F 46"+ [p(C—K =21 — [ (C— K —21)}
+ n2(C— K —2I)
=II' —G —I"—[A(C— K — 2I)] 4+ 2F — 2G' +
(02— o) (€ — K —21)
oder wenn man diese Ausdriicke entwickelt und ordnet:
(€ — In"—?l) + 2w (C——] —2I) — (Wp +
+ 2 (C— K —21)+ p(C— K —21)" —4p. (C— K —
—21) +p2 (C—K — 2]) — A + E—F 4+ G" =0
—N(C— K —21) — 2 (C— K —2) 4+ (A —
—2u)(C— K —2I)— B 4+ II' -3G" + 2F—I" = 0
Maeht man von den im §. 9 eingefiihrten Grossen My, My, My . . Mg
Gebrauel, so hat man fiie p seinen Werth setzend :

p(C— K — 21)' 4 (2 —>u-) (C— K—21) + ( +
+ 2 — A — p2) (€ — 21)——A+I F"—{—(’”'=0
— N (C— K —2])— 1 ((J—— K —21) 4+ (& — 2u) (C —
— K —2y — B4+ 0 —3G¢ 4+ 2 —1"=0
Setzt man ferner statt 2 und p* ihre Werthe so erhiilt man:

J ) M, + M,
1 (C— K — 20y + (2 ;;‘Ur W) (C— K — 20y 4 (—=E=2 ¢
Aif)

M, 4 Mg

M
24w (C— W — 2 — A+ B — F + 0'" —0
i)

—3(C— K — 20y 4 (3F — p) (€ — K — 21) — B +
4 — 3G 2 =0

und endlich noch fir 2 und p. ihre Werthe, so erhilt man:
MM, (C— K — 20)" + (2H, My — M, M) (C— K —
—20) + (M M, + M, My—M, M+ M,2) (C— K —
— M)+ M (— A+ B —F +6") =0
M, (C— K —2IY + (M; —M,) (C— K —2I) +
+ M (—=B+ =36 +2F—1)=0
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Nun folgt auns den beiden identischen Gleichungen :

""" (C—2I—K')+ 2u,"" (C'—2I' — K'Y+ u," (— B +

+ O+ 2F— 3G+ 0 — 31" — K"y + u/' (— B+

+2F —3G"+H' —1I")Y+u, (A—E+F' —G")=0

""" (C—21—K) + 2u,"" (C—2I' — K") +u,” (— B+

+C F2F—36 +H —3" —F)+w' (—B +

4 2F — 3G W 0"y Yoty (A—E + F'=6") =0

wenn man die erste mit w,’ die zweite mit »«,’ multiplieirt und daunn

von einander subtrahirt:

— M, (C—2I— k) —2M; (C —2I' —K")— M, (—B+C"+

+2F —3G' + 1 —3I'"— K"+ My (4 —E+F —G")=0
Nimmt man jetzt den Werth, den diese Gleichung fiir

A—E' + F'"— G gibt, und sefzt ihn in die erste der Gleichun-

gen (63), so erhillt man statt derselhen:

— M, M, (C— 2 — K + (M, My — M, M, + M) (C — 2] —
— K)— M M, (—B+2F—3G@ 4+ ' —1) =0

und wenn man statt 3, M,— M, M; seinen Werth — M; M, setzt:
— M, M, (C — 2] — k)Y + (M, — M) (C—2] —K) +
+ M (—B4+2F—36¢+ 010 —1Y7]=0

woraus man sieht, dass die heiden Gleichungen (63) befriedigt
werden, wenn nur die zweite von ihuen befriedigt ist.

Verfihrt man nun weiter, wie im §. 9, differenzirt man nimlich
die letztgenannte Gleichung nach a2, so erhilt man nach einigen

Reductionen :

M, (C—21— K)' + 2M, (C—21— K'Y + M, (C—2]—K') +
+ M (— B +2F —36G" + 1" — 1" + M, (— B+
+ 236"+ H —1)=0
welche identisch stattfindet, denn sie ist eine unmittelbare Folge
der zwei identischen Gleichungen (64) und geht aus ihnen hervor,
wenn man die erste mit u, die zweite mit — #, multiplicirt und dann
beide addirt. Ist aber die jetzt eben aufgestellte Gleichung identisch

Null, so muss ihr Integrale, d. i.
M (€C—21 — K'Y + (M; — M) (C— 2] — K + M, (— B +
42— 3G+ 0 — 1)

(64)
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gleich ciner Constanten sein; ist nun diese Constante gleich Null, so
sind die Gleichungen (63) erfillt, und somit die gefundenen Werthe
yon A, @, ¥, ¥y, s, U, vy und v; die richtigen.

Man hat somit:

f(Au e L Buw't + Cw't + 2Eww’ + 2Fww” + 2Guw” 4
+ 2fh'w” 4 2ho'w” + 2w w") doe =

L2

= {v w4 vy w4 w4 205 ww’ 4 204 ww” 4 205 w4+

&1

—|—/ P + 2w 4+ pow)rde

WO ¥, Uy, Vo, Vg, Uy, ¥s, A und g dic friher angegebenen Werthe
haben, welche genau so wie in §. 9 mit den sechs Constanten
C.,C,Cy, O, G, C; verschen sind, zwischen denen die zwei
Bedingungsgleichungen:

0106_0205_1_0303:0

M, (C—20— K 4+ (M — M) (C— 21 — K) + M, (— B+
42 —3G I —1)=0

stattfinden; da ausserdem blos die Verhiltnisse der Constanten in
den Werthen der gefundenen Unbekannten eintreten, so haben sie
die nothwendige Allgemeinheit. Die Kriterien sind daher folgende:
C — K'—2J muss fiir alle Werthe innerhalb der Integrations-
grenzen stets dasselbe Zeichen beibehalten, und die drei in der
Rechnung cintretenden willkiirlichen Constanten miissen so gewihlt
werden konnen, dass fir keinen zwischen @ und 2, liegenden Werth
von @ der gemeinschaftliche Nenner von A und @ gleich Null wird.

$.13.

Ist aber nebstdem, dass D=0 ist, noch C— K'—2.J—=0, so
lassen sich die Glieder der zweiten Ordnung in die Form:

I

)'v w2 - oy w't vy w2 4 20, ww’ 4 20, ww” 4 20, W'y +
Iy

—|—/Q (w + % w)* de



Kleinsten bei den Problemen der Varialionsrechnung. 10069

bringen, wo die hier cintretenden Unbekannten aus folgenden Glei-
chungen zu bestimmen sind :
=3¢ 4+ 012
B=v'+ 20+ 0
C=v,+ 204
E=v + v’ 4 Q4
F=uv e

©

G =,
H= v, + vy 4+
I = v
K = v,
Aus ihnen ergeben sich:
ey = I
g — G
v = 1
vy =11—G—1T
v, = F— @

Q=B—2F+36'—H+ 1"
und die zwei Gleichungen:
A=v+ 2B —2F4+ 3¢ —1I'4 1)
E=v+4+F —G' +31(B—2F4+ 3¢ —1F + 1)
welche zur Bestimmung von A und » dienen.
Die Gleichung (38) ist in diesem Falle:

W' (— B+ 2F — 3G + H —I") + o' (— B + 2F — 36" +
+ 0 —1I") 4+ w(d—E+F —G")=0

und hat zam Integrale :

by

w = C, + C

B, 1 Ear,

unter @, und «, die Constanten verstanden, die im Integrale der
Gleichung:
aV oV ol
SIS
eintreten.

Setzt man, wie im §. 7

"
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[
unter u den Ausdruck (’, o

—{—(’28 verstanden, so hat man fiir »

folgenden Werth:
r=H—F 4+ 6+ 2 (B—2% 43¢ — 0+ 1)
n
und wenn alles dies riehtig ist, muss folgende Gleichung identisch
sein :
A=E—F 46"+ 2 (B — 2F + 36" — II' + 1"y +
n
gy ! —a’? u'?
+ (B —2F4 3G — I -}—])——
4+ 36— I+ 1)
Ordnet man sie, so erhilt man:

W (—B 42 =36+ —1I"Y ' (—B 4 2F — 36" +
F 01 Fu (A — E 4 F— ") =0

was wirklieh identisch ist.

In diesemn Falle muss also, damit ein Maximum oder Minimum
eintrete, B—2F+ 3 6G'—II'}- J** innerhalb der Integrationsgrenzen
stets dasselbe Zeichen heibehalten, und ein soleher Werth von m
vorhanden sein, der es unmiglieh maeht, dass innerhalb derselben

Grenzen a%"— +m = P % gleich Null wird.
1 ~

Wire auch noch B—2 F43 G'—1I'4+ J* =0, so lassen
sich die Glieder der zweiten Ordnung so darstellen:

a2

X
30 w4 v’ v, w0 20 ww’ + 20, w20y w'w”} +

xy

—|—/(A — E 4+ F" — G") wrde

wo
v =l—F 4G
vy =1—G—.J

v, =K
vy =F—¢'
Uy = (;
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ist, von deren Richtigkeit man sich leicht iiherzeugen kann. Zum
Bestehen eines Maximums oder Minimums geniigt es daher, dass
A— E'+F+—G' fir alle Werthe von @ innerhalb den Integrations-
grenzen cinerlei Zeichen habe.

Wiire endlieh aueh A—E'+F'—G'' = 0, so miisste man, da
Vd z ein vollstindiges Differential ist, die Untersuchung auf andere
Art fiihren.

SITZUNG VOM 23. MAI 1854.

Kingesendete Abhandlungen.

Osservazioni della 1. Cometa dell Anno 1854 apparsa verso
la fine di Mar:o, visibile ad occhio nudo, futte nell’ I. I}, Osser-
vatorio di Padova.

(Communicazione Aceademica del Prof. Giovanni Santini.)

Nella sera 31 di Marzo, mentre si disponevano gli Astronomi
alle osservazioni dei due nuovi pianeti Bellona, ed Anfitrite
recentemente scoperti a Londra, e Parigi, si presento alla loro vista
una Cometa risplendente con magnifico eoda opposta al Sole protra-
entesi per eirca 6 in 8 gradi nella eostellazione dei pesci. gia molto
prossima al tramonto. Osservata con un eannocchiale vi si riscon-
trava un nueleo hen contornato, splendente, senza quel ecapillizio,
circondante per lo piit le comete che ne rende le osservazioni diffi-
cili, ed incerte; la sua coda era uniforme non divisa in due rami,
come spesso si osserva, rard, luminosa, e lasciava travedere agevol-
mente le minute stelle, fra le quali brillava con uno splendore
direbbesi oltre il consueto la 109 dei pesei (533 del Catalogo dell’
assoeiazione Brittanniea). La sua lunghezza e splendore si illanguidi
nelle sere consecutive al cresecere del chiarore della Luna, che
pervenne alla prima quadratura ai 5 di Aprile; ma il nucleo si man-
tenne sempre splendente, e facilmente visibile eol eannoechiale anche
nella forte luee erepuscolare. La sua AR andava rapidamente ere-
scendo, mentre diminuendo pure la deelinazione con rapidita si
avvicinava continnamente all’ Equatore, ¢ mostrava che non sarcbbesi



